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tridimensionnel.... ..o 3D
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nombre de Reynolds critique du sillage plan...........c.ooceiiiiinin, Reg
nombre de Reynolds critique du sillage 3D.........cccovviiiiiiiininn. Req
limite supérieure pour la suppression du mode impair..................... Rem
limite supérieure pour I'existence du chevron brisé........................... Rey
couche limite de plaque de bout......c.ceviiiiiiiiiiiiiiii e EPBL
équation de Ginzburg-Landau ...........cccceiiiiiiiiiiiiiiinie GL
avec

coefficients variables...........oiiiiiiii i GLV
coefficients CONSIANTS......ocvieiiii i e GLC
changement d’échelles de Kuramoto ..........cccvveviieiiiiniiniiiinniniininen. GLK
conditions aux limites NUIeS.......c..cvuiriiiiiii i GLO
conditions aux limites periodiques.......c.ceveeeriiiiiiiiiniiiiiene GL1
(et n'importe quelle combinaison d'options telle que GLCKO, GLV1...)
égalité, dans une définition.........c..ceeviiiiiniiiiiii =
trés supérieur (iNferieur) a.........coeiiiiiiiiii e, »'(«)
approximativement €gal @ .........ccceeveiiiiiiiiiiiiiii e =
BQUIVAIENT ALttt e e e e e ~
Pour tout nombre complexe c:

PAME TOOIIB. .....veeeeeeceeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeieererreeeeereenernr e ¢, = real(c)
partie IMagiNaire......c...couiuieieiiiiiiirii e reaeeens c; = imag(c)
COMPIEXE CONJUGUE. .. .ennintiiiiiiiitiit it e et e e c*
argument (PhaSE) ....ocvueiiiiiiiiiiii i arg(c)
ensemble des entiers relatifs..........coovieiiiiiiiiiii z

anémométrie LASER DoOppIer......ccuveuiieiiniiiiiiiiiiiereciiie e, LDA



« Stationnaire: indépendant du temps.

. L'écoulement de base: écoulement stationnaire autour de I'obstacle, stable au
dessous du nombre de Reynolds critique.

. L'écoulement bifurqué: écoulement instationnaire remplagant I'écoulement de
base, au dessus du nombre de Reynolds critique.

+ z: coordonnée suivant I'axe de I'obstacle.

- Uniforme: indépendant de z, sur un certain intervalle.

+ 2D: invariance par une translation quelconque suivant z.

« 3D: contraire de 2D.

- Sillage plan: écoulement autour d'un disque dans le plan (x, y) (un probieme
mathématique).

« Pour tout nombre réel 1, int(r) est le plus grand entier relatif inférieur a r.

- Energie: carré du module de 'amplitude: |A]2.
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AUTO-ORGANISATION DANS LE SILLAGE 3D D’UN
OBSTACLE NON PROFILE

Le sillage d’'un obstacle allongé et non profilé est considéré comme un
champ d’oscillateurs hydrodynamiques couplés, gouverné par une équation de
Ginzburg-Landau, avec des conditions aux limites nulles. Dans le cas d'un
écoulement de base uniforme, cette réduction dynamique reproduit fidélement la
plupart des effets 3D observes dans un sillage réel & bas nombre de Reynoids.

1. Introduction

Le sillage d’'un obstacle est un écoulement ouvert tridimensionnel. “Ouvert”
signifie que le domaine fluide n'est pas borné. Dans un écoulement ouvert
interne, comme I'écoulement dans un tuyau, le fluide est entouré par des parois
solides; ici, au contraire, les parois sont entourées par le fluide. De pius,
jobserve le sillage dans le référentiel de I'obstacle, supposé inertiel, et je me
limite au proche sillage. Le modele proposé s'applique & un obstacle allonge,
mais fini: il s’agit d’'une équation de Ginzburg-Landau (GL) assor’tie de
conditions aux limites nuiles. Quelques aspects mathématiques originaux des
solutions sont exposés et confrontés aux expériences.

Soit un obstacle de révolution allongé, d’axe 2z, de longueur L trés
supérieure a un quelconque diametre d(z). L'écoulement amont est partout
perpendiculaire a z, avec une direction uniforme x et un module stationnaire
V_(z) (c.f. DRA 01). L'obstacle ne doit pas vibrer.

1.1. Résultats expérimentaux antérieurs et contradictions

Raisonnablement, les équations de Navier-Stokes doivent avoir des
solution stationnaires, pour des conditions aux limites stationnaires. Cependant,
linstabilité hydrodynamique engendre souvent des solutions instationnaires, en
particulier pour les obstacles non profilés, qui déforment fortement I'écoulement.

Le sillage d’un cylindre circulaire dans un écoulement uniforme fait I'objet
d’une étude intensive depuis plus d’un siécle. Lorsque le nombre de Reynolds

Re = V,d/v dépasse une valeur critique proche de 50, une fluctuation t-
périodique (fonction périodique du temps) apparait, et conduit a I'émission de
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vortex: c’est l'instabilité de Bénard-von Karman. Dans les années 1950, Tritton
(réf. 1) remarqua, dans l'intervalle 70 < Re < 90, des fluctuations t-quasi-
périodiques. Selon lui, la deuxiéme fréquence observée correspondait a un
deuxiéme mode d’émission du sillage plan. Récemment, Lim (réf.) découvrit des
instabilités t-quasi-périodiques de la solution potentielle inviscide de von Karman
(sillage plan) et fit référence a I'hypotheése de Tritton.

Cependant, si on compare les visualisations et enregistrements de vitesse
de Tritton avec des travaux ultérieurs (entre autres, de Gaster (réf.), Gerrard
(réf.)), on ne peut douter que son sillage fGt 3D, avec des cellules le long de
I'obstacle, oscillant & des fréquences distinctes et séparées par des dislocations
de vortex. En fait, méme les sillages t-périodiques ne sont pas 2D: les cceurs de
vortex ne sont pas des droites paralléles a I'axe z. Berger (réf.) et Gerrard (réf.)
rapportérent la possibilité d’émission oblique, c’est dire des vortex rectilignes,
mais pas dans la direction z; Hama (réf.), ou Slaouti et Gerrard (réf.), observérent,
par contre, des vortex en forme de parenthése. Parfois, les vortex 3D se brisent,
donnant des cellules et des fluctuations t-quasi-périodiques. L'explication de ces
divers effets a suscité de nombreux articles depuis trente ans. .

Gaster (réf.) induisit une deuxiéme fréquence et des vortex courbés en
imposant un écoulement de base non-uniforme. D’aprés lui, on observe une
discontinuité dans la relation fréquence-vitesse quand le nceud séparant deux
cellules passe d'un c6té a l'autre de la sonde. Curieusement, il ne put se
débarrasser d’'une deuxiéme fréquence, alors méme que son écoulement
paraissait uniforme (Gaster (réf.2)).

Les vibrations de I'obstacle sont un probléme bien épineux, aborde trés t6t
par Berger (réf.), qui en tira parti pour contréler I'instabilité. Berger et Wille (réf.)
ont répertorié de nombreuses expériences contradictoires. Sreenivasan (réf.),
cherchant a illustrer une théorie de la transition vers la turbulence, observa des
fenétres de chaos dans le sillage d’'un obstacle. Van Atta et Gharib (réf.)
révélérent qu’'un couplage aéro-élastique intervenait dans ses observations.
Leurs “mesures suggérent que s'il n’y avait absolument aucune vibration, la
relation Strouhal-Reynolds (fréquence-vitesse) n’aurait absolument aucune
discontinuité” (traduction). |

Slaouti et Gerrard (réf.) “trouvérent que la structure du sillage était fortement
affectée par la configuration prés des bouts de I'obstacle, qui dépendait eile
méme des contraintes imposées par la construction des bouts” (traduction). Plus
précisément, Gerich et Eckelmann (réf.) identifiérent des cellules de bout dans
les cas suivants: une plaque de bout (portant une couche limite, notée EPBL) ou
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une extrémité libre (la pression a la base est accrue par un court-circuit de
pression autour du bout). Williamson (réf. 2) montra que I'effet de bout pouvait se
propager sur toute la longueur de I'obstacle, imposer une émission oblique et
divers effets 3D, sans non-uniformité de I'écoulement ni vibrations.

Les années 1980 apportérent une avancée théorique: les propriétés de
stabilité (globale) du sillage plan furent reliées aux propriétés de stabilité (locale)
des profils de vitesse en différents x (Huerre et Monkewitz (réf.)). Cette approche
eut pour avantage de préciser la position de l'obstacle, ce qui permit de
déterminer 'évolution de petites perturbations dans I'espace (et dans le temps).
Monkewitz (réf. 1), & partir des observations et de la modélisation faites au L.R.C.
- par mes prédécesseurs Boyer, Mathis, Provansal-, remarqua que I'instabilité de
Bénard-von Karman était une instabilité absolue: les perturbations croissent
sur place, et des oscillations auto-entretenues s'installent (et subsistent
indépendamment du bruit). Les profils absolument instables se trouvent dans
une zone finie, en aval de I'obstacle, qui constitue un “générateur d'ondes”.
Encore plus percutants, Triantafyllou et Karniadakis (réf.) affirment: “les sillages
de vortex des corps non profilés peuvent étre reproduits & partir de la seule
donnée de I'écoulement moyen a un endroit précis en aval de 'objet, ou il est le
plus instable selon la théorie linéaire™ (traduction). Dans le modéle de Landau
développé au L.R.C., un simple oscillateur, i.e. une fonction complexe du temps
A(t), représente le générateur d’ondes. Une équation autonome régit I'évolution
de A, signifiant que le générateur d'ondes, qui dicte l'instabilité de tout le sillage,
évolue de son propre chef. Tout a fait remarquablement, les méme idées ont
émergé simultanément de la théorie et de la pratique expérimentale.

Cependant, cette approche n'expliquait aucunement la t-quasi-périodicité.
Méme la solution numérique des équations de Navier-Stokes pour le sillage plan
ne révéla pas de fluctuation t-quasi-périodique (Karniadakis et Triantafyliou (réf.),
Sa et Chang (réf.)).

Les résultats de Mathis, Provansal, Boyer (réf. 1) confirmérent que la t-
quasi-périodicité impliquait des effets 3D. Louis Boyer me demanda d’ameéliorer
le modéle de Landau, pour tenter d’expliquer ces effets spatio-temporels.

1.2. La nature des effets 3D a bas nombre de Reynolds
Au premier abord, c'est 'écoulement de base 2D qui présente le plus grand

intérét théorique. Malheureusement, peu d’informations sont disponibles sur cet
écoulement, parce qu'il n'existe pas dans la nature et que son étude numérique
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est encore bien difficile. Cependant, 4 bas nombre de Reynolds, son instabilité
est probablement 2D (émission paralléle), pour une raison théorique: le
théoréme de Squire (Drazin et Reid (réf.)); et pour une raison expérimentale: une
émission paralléle stable peut étre obtenue, malgré une géometrie finie, en
manipulant les conditions de bout (Eiseniohr et Eckeimann (réf.), Williamson (réf.
2), Hammache et Gharib (réf.)). |

A plus grand Re, des résuitats de Hama (réf.), Provansal (réf.) et Williamson
(réf. 1) mirent en évidence des structures z-périodiques, dont la longueur d’onde
était indépendante du rapport d'aspect L/d. Ceci peut étre interprété comme une
instabilité secondaire de I'écoulement 2D: dans le cas le plus simple,
I’écoulement 2D bifurqué devient linéairement instable vis a vis de perturbations
z-sinusoidales (z-sinusoidales parce que, sommairement, une équation
différentielle linéaire a coefficients constants entre en jeu). En réalite, I'apparition
soudaine de structures hautement non-linéaires, comme des vortex en fer a
cheval, et I'hysteresis, laissent supposer que des perturbations d’amplitude finie
sont impliquées dans la transition.

Ici, il n’est pas question de ce genre d'instabilité 3D: on se restreint aux bas
nombres de Reynoids, ou I'écoulement de base 2D n’a pas d'instabilité 3D, (Re <
180 d’aprés Williamson (réf. 2)). Mais alors, pourquoi y a-t-il tant d’effets 3D a bas
Re? Parmi toutes les raisons possibles, une est simplement incontournable:
I'écoulement réel est borné suivant z, et, jusqu’a présent, cet effet de longueur
finie n’a jamais été clairement reconnu.

Prés du seuil, la longueur caractéristique diverge, comme prévu par la
théorie des bifurcations des systémes spatialement étendus (Kuramoto (réf.)), et
on ne peut la négliger devant L, aussi grande soit-elle. Comme l'instabilité ne
peut se développer librement, on obtient un comportement quasi-linéaire. Plus
loin du seuil, par un processus de saturation hautement non-linéaire, la structure
devient grossiérement indépendante de L, et 'effet de longueur finie se mue en
effet de bout.

L'hypothése d'un écoulement uniforme et d'une longueur finie permet
d’expliquer maints effets 3D, qui furent jadis attribués a d’autres causes, comme
la non-uniformité de I'écoulement. En fait, la confusion est aisée, car les effets 3D
ont, pour la plupart, des traits identiques (vortex courbés ou inclinés, cellules,
dislocations de vortex).
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2. Construction du modéle
2.1. Ecoulement faiblement 3D

A cause de l'allongement de I'obstacle, I'écoulement varie lentement
suivant z. Ainsi, il peut y avoir une relation entre I'écoulement & un z donné et le
sillage local, défini comme I'écoulement plan autour de la section locale, avec
la vitesse amont locale.

Prédire les propriétés faiblement 3D revient a trouver comment les sillages
locaux organisent leur vie commune; c’est un probléme d’auto-organisation, au
sens de Haken (ref.) ou Kuramoto (réf.). Un couplage diffusif entre sillages locaux
est proposé comme une approximation au plus bas ordre du couplage effectif.

2.2. Le sillage plan: remarques et modéle de Landau
2.2.1. Analyse dimensionnelle et modéle de von Karman

Toutes les quantités inconnues dans le sillage plan d'un disque sont
fonction des quatre parametres extérieurs V., d, v, p. Les trois unités

independantes de Masse, Longueur et Temps sont M, L, T. Comme le probléme
est indépendant du choix des unités, n'importe quelle quantité physique x d’unité

M2 LD 7C est liée aux paramétres extérieurs par une fonction sans dimension

XM LT telle que

Vv
X - > d _v p
——— =Xy, , 7= ——
M3 P 9° uT Loy mu®

Un choix canonique est L =det™ = pd3. Mais il y a trois possibilités pour T :

* Echelle de temps de Roshko: T = d2n.

x/(naLb'JC)=anT(Re§V“d/v,1,1,1)=xR(Re) (1)
* Echelle de temps de Strouhal: T =d/V,_, .
X/(M3LP T = xpy ¢ 1 (1,1,Re’T, 1) = xg (Re) (2)

» Echelle de temps de Lin: T = vN,,°2 (nommée d’apres Berger et Wille (ref.),
p.316)
X/(M3 LP 70) =xpg o 1 (Re™!, 1,Re2, 1) = x| (Re) (3)
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Cette analyse dimensionnelle montre qu'on peut ne considérer qu’'un seul
paramétre extérieur, le nombre de Reynolds.
Dans le modéle (2D) de von Karman (c.f. DRA 02),

x la circulation de chaque vortex,

a la longueur d’'onde, et

b la largeur de l'allée

forment un ensemble complet d'inconnues indépendantes.

c, célérité de l'allée de vortex (mesurée dans le méme référentiel que V), est
alors donnée par

V,, - ¢ = x/(2a) th(x b/a).

Pour 'allée de vortex la moins instable (Lamb (réf.)),

b/a=0.281... etV -c=x/(2V2 a).
Deux degrés de liberté ne peuvent étre déterminés, parce que le modele ne tient
compte ni de la viscosité ni de I'obstacle.

Les caractéristiques du sillage réel dépendent de x, sauf la fréquence, a
cause de la conservation du nombre de vortex. Précisément, si n(t, x) est le
nombre de vortex par unité de longueur suivant x,
3N +3dy(nc)=0 (4)
Dans les expériences, n(t, x) est stafionnaire, et les deux termes de (4) sont nuis.
La fréquence f = n ¢ ne dépend pas de x. Pour un siilage 3D, avec plusieurs
cellules, cette propriété s’applique a la fréquence de chaque cellule. Les
fréquences des spectres t-quasi-périodiques sont les mémes partout dans le
sillage.

Ainsi la fréquence est-elle la quantité la plus aisément accessible du
probléme. Une mesure expérimentale de la fréquence du sillage plan (soumise
toutefois a l'interprétation d’'une expérience 3D) est fournie par la “courbe
universelle” de Williamson (Williamson (réf. 2), fig. 15). Avec les notations de (1),
(2), (3), je conserve une interpolation lineaire

fr=1d2/v ~ - 5.1064 + 0.2175 Re = Rog + Roy Re  nombre de Roshko  (5)
fg =f/Re nombre de Strouhal (6)

fi=fg/Re? =tV .2 nombre de Lin (7)

A V_, constant, on vérifie sur (5) que d — f est décroissante pour

Re > -2 Rog/Ro¢= 47.0 (8)
Comme le nombre de Reynolds critique du sillage plan est Reg = 49 (les
estimations du § 4.1. vont de 48.4 & 49.7), (8) est vérifiée, et suggére méme que
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Re soit le point critique de la relation d — faV, constant. Est-ce seulement une
coincidence?

2.2.2. Le modéle de Landau
Tout d’abord, je rappelle brievement une partie des résuitats expérimentaux

de Mathis, Provansal, Boyer (réf.): la perte de stationnarité correspond a
I'apparition d’'un mode instable. Le champ fluctuant est donné par

v(Re,t,x=5d,y =0, z) = real(A(Re, , 2)) , (1)
ou A vérifie une équation de Landau

A=c A-T|A|2A, (2)
avec

o=of +i o, =1+ . (3)

oy dépend de Re, et s'annule pour Re = Req4, nombre de Reynolds critique du
sillage réel, fortement dépendant du rapport d’aspect. Par convention, la
pulsation linéaire oj'(Re) est positive. La saturation implique I’ > 0. Mais ce
modéle n’explique pas les faits suivants:
*Req, ;' et |/’ dépendent du rapport d’aspect.
- L'énergie a saturation (et I,) dépendent de z (Mathis, Provansal, Boyer (réf. 2)).
« Un second mode apparait quand Re croit.
Clairement, ces effets sont 3D, et un modéle qui les prédise serait préférable.

Le premier éiément en est le modéle de Landau pour le sillage pilan:le
champ fluctuant vérifie

v(Re, t, x = 5d, y) = real(A(Re, t) (y)) (4)
(une définition plus précise est donnée en appendice A1)
Ar=cA-11A|2A (5)

La solution asymptotique t-sinusoidale correspond & un eécoulement

asymptotique t-périodique, obtenu dans les simulations numériques pianes. c et |
sont fonctions des parameétres extérieurs. (2.2.1.$1) montre que cd2h (et Iv) sont
des fonctions de Re seulement: cd2n = oR(Re) et, par définition de Rey,

omR(Reg) = 0.
Il reste a introduire la troisi€me coordonnée d’'espace, z.



-18-

2.3. Le sillage faiblement 3D: modéle de Ginzburg-Landau

Les paramétres extérieurs dans (2.2.2.$2) sont Re(z) et d(z). Le modéle de
Landau pour le sillage plan est appliqué au sillage local, et on ajoute un
couplage diffusif empirique:

v(t, x = 5d(z), y, z) = real( A(t, z) f(y) ) (1)

34 A = o(Re(2), d(z)) A + n 3,2 A - I(Re(z)) |A|2A (2)

Le complexe p est, en général, une fonction de I'écouiement de base, ici, les
fonctions Re(z) et d(z).

| it limi

Un endroit ou l'oscillation du fluide s'annuile s’appelle un nceud. Soient
deux nceuds placés en zq et zo; suivant la méthode de § 4.2., (2) est résolue sur
[z1, 2o] avec les conditions aux limites
Alt,z1) =0 et A(t, 25) = 0 (3)

Comme l'obstacle est de longueur finie, le fluide doit cesser d’osciller
quand z — te. C'est pourquoi il existe deux nceuds, appelés nceuds externes,
I'un de z minimum, l'autre de z maximum. L'expérience montre qu’ils sont situés
prés des bouts (z = £ L/2). (3), appliquée aux nceuds externes, représente les
conditions aux limites physiques. En confondant la position des nceuds et des
bouts,

At, tL/2) = 0 (4)

La solution de (2) peut engendrer des nceuds a lintérieur de l'intervalle de
définition: ces nosuds “internes” ont des singularités de phase, correspondant a
des dislocations de vortex. Un nceud interne dont la position est connue peut étre
utilisé comme limite, sans affecter la solution A(t, z). La solution d’'un cété du
nceud est indépendante de la solution de l'autre c6té: un nceud agit comme un
écran.

Des conditions aux limites périodiques sont également possibles:

A(t, -L/2) = A(t, L12) (5)
Elle ne représentent aucune situation physique (sauf le sillage d'un tore!).
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3. Solution t-sinusoidale du modéle GLCO pour un écouiement
uniforme
(résultats analytiques et numériques)

3.1. Transformations et changement d’échelles

Transformations

Si A(t, z) est solution de I'équation GL (2.3.$2), alors
+ Pour tout nombre complexe unitaire u, u A(t, z) est aussi une une solution (d'ou
la stabilité marginale vis a vis des perturbations de phase).

» Pour tout nombre réel o, exp(iot) A(t, z) est solution de

3 A =(o+ WA +p3,2A-1|A]2A (1)

* A(-t, 2)* n’est pas solution, sauf si les coefficients o, i, | sont imaginaires purs
(cas de I'équation de Schrédinger non-linéaire); cependant c’est une solution de
I'équation conjuguée; les signes de p; et |; sont relatifs a la convention adoptée
pour le signe de o;.

* Aft, z)' n'est pas solution, sauf pour des coefficients réels.

* A(t, -z) est solution si les coefficients sont des fonctions paires de z.

Echelles de Kuramoto

Dans le cas 3D, I'échelle de longueur introduite au § 2.2.1. est L = d(zg), ou
2y est la position d'un sillage local typique. Kuramoto propose de nouvelles

échelles, basées sur o,(zg), Wy et I (zg):
A=Ak (Gr/lr)1/2,t=tKGr'1,Z=ZK ()J.r/o'r)”z (2)
Ces nouvelles échelles sont toujours utilisées dans ce chapitre, et

les indices K superflus sont supprimés. Pour un écoulement de base
uniforme, I'équation GL exprimée dans les nouvelles échelles, ou GLCK, est

Ar=(1+icg) A+ (1+icq) A,y - (14 co) |AI2A (3)

avec Cg = 0j/0p Cq = Wi/l Cop = I/l
3.2. Résuiltats exacts
Le probleme a résoudre est (3.1.$3), avec les conditions aux limites

A(xLk/2)=0 (1)
L'association de (3.1.$3) et (1) constitue le probiéme GLCKO, objet principal du
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présent travail. Comme c( introduit un simple décalage de fréequence (d'aprés
(3.1.$1)), les paramétres extérieurs mathématiques sont ¢4, Co et la longueur de
Kuramoto L, liée aux parametres extérieurs physiques Re et Lg par

= S_L ordZ/v _ orr(Re)
HEEVRTIV T T Y el @

Tant que la variation de (¢4, co)(Re) peut étre négligée, Lk gouverne a elle seule
I'évolution du sillage au cours d’une variation de Re ou Lg. Comme o{Reg) =0,
Lk — 0 quand Re — Reg (3)
(divergence critique de I'échelle de longueur de Kuramoto)

3.2.1. Analyse

Une solution t-sinusoidale de GLCKO s’écrit
A(t, z2) = R(z) exp(id(t, z)) (1)
Les notations suivantes sont utilisées:
o(t, 2) = (cg-co)t + @, 2)

Q=D (3)
q=o,

¢ est la phase compléte; ® est la phase décalée; la pulsation compléte w est

stationnaire, par hypothése; la pulsation décalée Q s'annule pour une émission
paralléle; g est le nombre d'onde local. Les conditions aux limites sont

R(£L/2) = O et (par nécessité physique) q bornée quand z - + L/2 (4)
Les parties réelle et imaginaire de GLCK se réduisent a '

0=R-R3 +(R,,-Rq?) - ¢4 (2R,q+Ray) (5)

RQ=co(R-R3) +cq (Ryy-Rq2) + (2R,q+Ray) (6)

Aprés deux combinaisons linéaires indépendantes,

RQ=-(cy-Cp) (R- R3) + (1+ ¢12) (2R,q+Rqy) (7)

c1RQ = (1+¢1co)( R- R3) + (1+ ¢42) (R,,-Rq) (8)
Remarquant

R(2R,q+Rqy) = (qR?), (9)

I'équation (7), associée aux conditions aux limites (4), méne a
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Q(R) = -(cq-co) (1- M4 (R, L/2)/ Mo(R, L/2)) (10)
_n2) S MyR.2) _ MaR.2)
a(R,2) =R3(2) ST MR, L2) (o - st "

en utilisant la fonctionnelle
Z

Mq(R, 2) = f R(z)"dz' .
L2 (12)

Introduire R(z) = R,(0) Z + O(Z2) o1 Z = z+L/2 — 0 dans (11) méne &

R, =1 C1-Co M4(R, L/2) ya 022
a(R.2) =1 SR Ry 2+ 0 -

On peut éliminer q des équations (8) et (11), ce qui donne

Ry = -0REp(Q. R(2)) + (R, 2) (14)
ou

Ep(Q, R) = u(Q) R2/2 - v R%/4 (15)
U(Q) = (1461 Co-cq Q)/(1+¢12), v = (14+c1cp)/(14¢42) (16)

(u dépend de R par 'intermédiaire de Q)

R, 2) = R(z)® [ %2 MaR.2)  Ma(R.2) 2
fR.2) = R@? (S5 MR, U2) (R - i) -

(14) est 'équation du mouvement d'une pseudo-particule, dont la position
est R au pseudo-temps z, soumise au potentiel Ep et a la force non-conservative

f, qui dépend de I'histoire du mouvement et de Q. L'énergie est

E(z) = (1/2) R;2 + Ep(Q, R(2)) (18)
Elle n'est pas une constante du mouvement, puisque sa dérivée pseudo-
temporelle est la puissance de f:
E,(2) = Ry(2) f(R, 2) (19)
En tracant la forme du potentiel, on peut voir si une solution avec R =0 a
des z distincts est possibie, et il en résulte la proposition suivante:
siv20,alorsu(Q)>0 (20)
(Siv>0etu <0, laparticule lancée a R = 0 ne revient pas, et il n'y a pas de
solution a (4), (5), (6).)
Si (9(z), R(z), Q) est solution de (4), (5), (6), alors (-q(-2), R(-z), Q) est aussi
solution; on peut le vérifier directement, mais, a titre de test, je donne une preuve
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sur (10), (11), (14). Je définis, pour toute fonction f, la fonction Tf par
Tf(2) =1 (-2) (21)
J'obtiens successivement

Mp (TR, 2) = Mp(R, L2) - M (R, -2) (22)
q(TR, 2) =-Tq(R, 2)

Tf(R, 2)= f(TR, 2) (23)
Q(TR) = Q(R)

82, TR(z) = T 92,,R = 9REp(Q(TR), TRE)) + f(TR, 2)
(-Tq, TR, Q) est une solution de (10), (11), (14).

Le probléeme de l'unicité et de I'existence d'une solution au modele GLCKO
vient d’étre réduit sous la forme suivante: trouver (R, Q) tel que
* R(zL/2) = 0.
* Q est une fonction de R donnée par (10).
 R(z) est le mouvement d’'une particule soumise a un potentiel et une force non-
conservative dépendant de R(z’) (z’' < z) et Q.
J'admets maintenant que ce probléme posséde au plus une solution (ici, comme
dans bien d'autres cas, 'unicité résulte de la non-linéarité). Une conséquence
immédiate est
Tqgq=-qetTR=R (24)

3.2.2. Comment construire une soiution

Si Q était connue, (3.2.1.$14) serait causale et pourrait étre intégrée comme
n'importe quelle équation du mouvement en mécanique, a partir de la position R
= 0 et d'une vitesse donnée R, au temps initial z = -L/2. Ceci suggere une -
détermination de Q et R par approximations successives alternées. La
récurrence est initiée par Q = 0 (pulsation décalée de I'émission paralléle), et
poursuivie comme suit.

Pour Q donnée, je cherche une vitesse initiale R, telle que la particule
lachée a R = 0 & ia vitesse R, revienne aprés ia durée L (ou, en utilisant la parité
de R, fasse demi-tour aprés la durée L/2). |l s’agit la d'une méthode de tir corrigé.
Le mouvement est en fait la moitié (ou le quart) d’'une période d’'un mouvement

périodique. f s'annule en z = p /2, p € Z, et n'interdit pas I'étude qualitative du

mouvement.
L'existence d'une solution dépend de la valeur de L et des signes de u et v.
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Le cas u> 0, v> 0 est traité par DRA 03, ou apparaissent qualitativement Ep(R) et
R(z) pour diverses valeurs initiales de R,. La période suivant z est supeérieure a
la période linéaire &t et toutes les valeurs L > & conduisent & une soiution unique.

Quand L — <o, la particule fait demi-tour de plus en plus prés du maximum de Ep:

lim R(O)2=U=1-_C1f2_
Lo v 1+C1C2 (1)

Dés que R est connue, (3.2.1.$10) fournit une valeur de Q normalement
plus précise. On [I'utilise pour calculer, si possible, un R plus précis, et ainsi de
suite. La convergence vers une solution est probable. Cependant, j'en laisse la
démonstration a d’autres, et Jadmets I'existence d’'une solution t-sinusoidale a
GLCKO.

Bien sdr, la stabilité de la solution est un autre probléme, traité
numeériquement au § 5.2.. Mais voici I'idée d’une approche analytique, dans le
casu >0, v> 0 (c.f. DRA 03). La particule oscille dans le cratére du potentiel Ep,
en forme de “volcan”; si elle fréle le “bord du cratére” a4 z = 0, la période Li
suivant z tend vers I'infini; alors une perturbation d’amplitude finie au pseudo-
temps z = O peut éjecter la particule hors du cratére, sans espoir de retour. Les
transitoires numériques indiquent qu’une telle perturbation intervient
effectivement pendant la collision des chocs de phase (prés de z =0), avant
I'établissement de I'état asymptotique (c.f. § 3.4.).

3.2.3. Cas particulier ¢q = ¢o

Dans ce cas, GLCK est non-dispersive, puisque que toutes les ondes
planes ont la méme puilsation (c.f. (3.3.2.$2)). Il est alors facile de montrer que
GLCKO a une solution unique.

(3.2.1.8310) et (3.2.1.$11) donnent Q = 0 et g = 0; R est solution de

R,z = -0REp ol Ep(R) = R2/2- R4/4 (1)
Aprés une premiére intégration:
Rz2/2 + Eg(R) = Ep(R(0)) (2)

Une seconde intégration, exploitant les conditions aux limites, méne a une
unique solution R(z), vérifiant

L=A(R(0)) (3)
ou
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A= 2 dx

\/(1-x2) [1- —;- r2(1+x2) ]
° (4)

La fonction A peut étre développée en série entiere de r2 avec rayon de
convergence 1:

A(r)/n=a0+a1r2+a2r4+a3r6+a4r8+... (5)
ag=1;a4 =3/8; ap = 57/256; a3 = 0.15381...; a4 = 0.11576... (6)
La saturation de R(0) pour L croissant apparait sur NUM 01.

3.3. Résultats approchés

3.3.1. Approximations prés du seuil: peu de modes linéaires
instables

Dans un milieu fini, avec les conditions aux limites (3.2.$1), je diagonalise

I'opérateur (1+icq) + (1+icq )822. Les valeurs propres sont

On = 1-qn2+i(co-qn2c1)ou qp=nn/l,n=1,2,.. (1)
La fonction propre associée a op, est

Sp(2) = sin(gp(z+L/2)) 2)
La solution générale du probleme linéarisé

A = (14 cg) A + (14 ¢1) 32A (3)
est par consequent

At,2)=Z pn=1,2... Anlt) Sp@) (4)
A, s'appelle “amplitude complexe globale” du mode (S, o) et obéit a

di A = op A (5)
An(t) = exp(ont) An(0) (6)

Le mode (S, op) est linéairement instable pour L > n . Cette proposition était
connue dans le cas particulier ¢ =c¢o, n =1, sous la forme A(0) == (§ 3.2.3.).
La solution du probléme GLCKO appartient encore a I'espace des

combinaisons linéaires du type (4), stable pour I'opération A->|A|2A. Mais des

termes d'interaction non-linéaire doivent étre ajoutés aux équations (5).
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Si 1< Un < 2, tous les modes sauf (Sq, o4) sont linéairement amortis, et
éliminés “adiabatiquement”:
At 2) = Aq(t) S1(2) (7)
Introduire (7) dans I'équation GLCK (3.1.$3), et négliger les composantes autres
que Sq, méne a une équation de Landau sur 'amplitude complexe globale Aq:
dy Aq=01Aq - (3/4) (1+ico) |A¢12A, (8)

Lorigine du coefficient du 3/4 est la relation 4 sin3(x) = 3 sin(x) - sin(3x). La
solution asymptotique de (8) est

A4 =Ry exp( inqt) (9)
avec

Ry2 = (4/3) (1-q42) (10)
@1 =Co-C2 - q12(cq-C2) ;a1 =m /L (11)

A, z) = A4(t) S1(z) est la somme de deux ondes planes, de nombres d’onde £q4

et puisation wq, interférant de maniére a remplir les conditions aux limites. La
relation (10) confirme le coefficient a1 de (3.2.3.$6).

Si 2 < L/n < 3, les modes avec n > 2 sont linéairement amortis, et je garde

Alt, 2) = A (1) S1(2) + Ag(t) S2(2) (12)
Ceci donne les équation couplées

dyAq = 61A1 - (1+iCo) [(3/4)| A1 12A1 + (1/2) Ay Ax2+A; [A12] (13)
dy Ao = GpAg - (1+ico) [(3/4)| Agl 2Ag + (1/2) Ap A1 2+An A1 12] (14)

A4 peut étre calculé en négligeant A dans (13) (ce qui redonne en fait (8)), et

introduit dans (14) en tant que forgage extérieur. Il s’ensuit lim 4_,., Ao = 0.

L'unique solution t-sinusoidale (A1, Ao) = (R4 exp(iqt), 0) est aussi la solution
asymptotique. Le mode (So, og) est non-linéairement amorti (forcé a zéro)

par le mode (Sq, 64).
En généralisant & toute valeur de L, le modele GLCKO a une solution t-
sinusoidale, qui est en fait, avec R, 2 0 et ¢, réel,
Ait, z) = exp(iot) Y, Ra exp(i¢n) Sa(2)
1<msL (15)
D'aprés (3.2.1.$24), R,y est nul pour n pair: les modes (Sp,, o) avec n pair sont

non-linéairement amortis. Les modes (S, o) avec n impair sont présents, mais
accrochés. La phase de A n’est pas forcément uniforme, ce qui correspond a
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une émission de vortex non paralléle.
L'approche précédente est partiellement fausse: a cause des effets non-

linéaires, la somme (15) doit étre étendue a tout n. Par exemple, méme si 1 < L/n
< 3, les modes (Sp,, o) avec n = 3, 5, ... sont présents & cause du couplage non-
linéaire. Ceci est pris en compte par un calcul de Monkewitz (réf. 2), au voisinage
de L = n . On définit un petit € > 0 par

L=mx(1+€2) (16)
Des combinaisons linéaires indépendantes commodes des parties réelle et
imaginaire de GLCK sont

0=R-R3 + (Ry;-R®,2) - ¢4 (2R, @, +RD,,) (17)
R®y = (C1-Cp) (Ryp-R®,2) + (144 Cp) (2R, ®,+RD,5) (18)
Définitions:

pour n e Z,f, =cos(n nz/l), gn = sin(n x2/L); (19)

pour n impair, n = 2k+1, f, = cos(n nz/L) = (-1)k Snpl2).

La solution t-sinusoidale est développée en puissances de ¢:

a=e%0200 +€*(04202,04494) + OE") (20)
R=epy1fy +€(p3111.4P33fa) + £ (5111 1P53la,P5515) + Oe) (21)
Q=Qq+ g2 Qo + et Q4 + 0(86) (22)
Introduire (20), (21), (22) dans (17), (18) donne:

*« Alordree,

Qq =- (c1-co) (23)
* A l'ordre :—:3,

py12 =83 (24)
Paalp11 = - (14c1Co)/(12(14¢12)) (25)
099 = - (C1-Co)/(3(1+¢412)) (26)
Qy = 2(cq-Cp) (27)
* A l'ordre 85,

P31/p1q =-3/4 + (14C1Co)/(24(1+C12)) + Cp (C1-Co)(72(14¢42))
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50 ¢ + (2c4-C)? + 51

pat/p11=-

72 (1+¢%) (28)
(3 1¥CB
Qu=-(3+ 18(1+07) ) {(c1-C2) 29)

Les coefficients qui restent peuvent aussi étre calculés, sauf pg4, indéterminé
(parce que le systome n’'est pas de dimension finie). Annuler cq-co dans
I'expression de p411, P31, P33 donnée par (24), (28), et (25) confirme a5 donné

par (3.2.3.$6).
Quoi de neuf par rapport au modéle de Landau (3.3.1.$8)?

+ Sur R: le signe négatif de p33/pq1 montre que la forme sinusoidale de R
s’aplatit autour de z = 0 quand ¢ croit.
« Sur la pulsation compléte , tenant compte désormais de tous les modes:

W =Co-Cq + E22(Cy-C) -4 (3 + —1—'—"33—) (c-c2) + O(efb)
18(1+c%) (30)

En comparant w et w4 donnée par (11):

0= 0 -£(14c52) / (18(14¢12) )] (¢1-Co) + O(eB) (31)
Dans les expériences, les vortex sont émis avec une ceélérité non nulle; en
conséquence, ® ne peut s'annuler. En accord avec la convention ¢cg > 0 (§
222), >0, 4 >0, et, d'aprés (11), cg-c4 > 0. Pour Re et Ly donnés, la
fréquence est maximum pour I'émission paraliéle: (31) impose ¢4-Co > 0. En .
résumé, je tire de ces arguments expérimentaux |'hypothese

Co>C4>Co (32)

* Sur g: comme c4-Co > 0 et ¢oo <0, @ ou ¢ décroissent du centre vers les bords
(a t donné). Comme ¢ est aussi une fonction croissante de t (o > 0), les bords,

dont la phase est plus petite, sont en retard par rapport au centre. Ceci
correspond a des vortex arqués vers les bouts de 'obstacle.

3.3.2. Solution loin du seuil

Les solutions ondes planes sont, dans un milieu infini:

Aqlt, 2) = (1-g2)172 exp (i g t + G2) avec [q| < 1 (1)
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g =CoC2 - a2 (cq-co) (2)

Ag, onde plane paralléle, correspond a I'émission paralléle.

Aq¢o, onde plane oblique, correspond a I'émission oblique.

J'appelle “section d’onde plane” la restriction d’'une onde plane a un certain
intervalle. (2) est semblable a (3.3.1.$11), ou on aurait remplacé qq par g. Dans
les expériences, la pulsation associée & I'émission oblique (g # 0) est inférieure
a la pulsation associée a I'émission paralléle (mais toujours positive), ce qui
confirme (3.3.1.$32). Cette propriété s’appelle dispersion non-linéaire.

Une question se pose: quelle est la solution de GLCKO pour L trés grand?
L'apparition d’ondes planes ne serait pas surprenante. Moins évidemment,
I'onde plane paralléle, de pulsation wg = cg-Co, n'est pas rétablie, parce qu’'elle
n'est pas compatible avec les conditions aux limites.

Une premiére étape est la solution du probiéme aux limites semi-infini:

R, 0)=0 (3)
R, »0etq, =0, pourtoutt, quand z — = (4)
ou, de méme, A(t, z) loin du bout est une section d’'onde plane. Remarquant
qu'une solution analytique existe dans le cas particulier ¢q = ¢»p, Clavin (ref.)

proposa de développer les inconnues (q(z), R(z), Q) en puissances de € =C¢-Cs:

a(2) = Go(2) + €04 (2) + e%Ga(2) + O( &) (5)
R(z) = Ro(2) + eRy(2) + €°Ro(2) + O( £°) (6)
Q=Q+eQq +€2Qo +O(&) (7)
Co=Cq-¢ (8)

Des combinaisons commodes de (3.2.1.$5) et (3.2.1.$6) sont (3.2.1.$7) et
(3.2.1.88). Les résultats, trouvés avec ['aide de Provansal, sont:
» A l'ordre O:

Qy=0 (9)
Rozz +Rg -Rg3=0 (10)
Rg =th(z2) (11)
« Alordre 1:

Q=0 (12)

Rg2(1- Rg2) = (1+¢12)(q4Rg?),
q1= (N2/3) (1/(1+¢42)) Rg (13)
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Ry z+(1-3Rg2)Ryq = (c4/(14¢12)) (Rg-Rg3)

Ry =-(1/2V2) (c4/(1+¢42)) z (1- Rg?) (14)
A l'ordre 2:

Q=0 | (15)
(1+¢12)(qoRo2+291 RgRy )z = 2RgRy (1-2Rg?)

qo = (1/(3V2)) (c1/(1+¢12)2)(- (V2/2) z (1-Rg?) + Ry) (16)

Rogg + (1-3Rg2) Rp = (¢1/(1+¢12)) (1-3Rg2) Ry + 612Rg + 3RgR42
Quand z - -, comme on s'y attendait, la solution est asymptotiquement une

section d’onde plane, c’est & dire 9 — g, &t R — R, avec

Y2 1 1 _c 2 )3
=3 e (c1-c2) + 312 ey (c1-c2)* + O((c1-c2)”) 1)
9..2+R 2 =1 (18)

Cette section d’'onde plane peut ne pas étre stable. La valeur exacte de la
pulsation décaléee est

Q=-q.2(c1c)=0@E3) - (19)
La pulsation complete est
®=Cqg-Co + Q=Cn-Cyp - qm2 (cq-co) (20)
g.. est sélectionné par la condition a la limite z = O, bien qu'on ne puisse
observer que loin du bout. L’existence d’un bout a donc pour conséquence
I'émission oblique.

Le cas d'une longueur L grande, mais finie, est résolu par simulation
numérique.

3.3.3. Un exemple numérique avec c¢q = Cp et L variable

Une suite de calculs numériques (NUM 02, NUM 03, NUM 04, NUM 05,
NUM 06, NUM 07) permet la vérification des idées et formules des § 3.3.1. et §
3.3.2.

Quand L est grande, la situation prés de chaque bout est identique a celle
du cas semi-infini. Deux ondes obliques, de nombres d’ondes opposés, se
rejoignent & mi-longueur (z = 0), par un processus de diffusion de phase (c.f. §

A3.2). Avece=q.2,a=0,b=1,(A3.2.$11) méne a
q(2) ~ -Qoo th( [(c1-C2)/(1+€1C2)] GeeZ) (1)
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Q2 1+¢2 .2, CiC

R@z)=1-—(1-——-ch O(q4

@ =1-5 (1- g g eh® (2 20.2)) + O(al) 2
La valeur maximum de R(0) donnée par (3.2.2.$1) est confirmée par (2). Elle peut
étre supérieure a 1. Je définis la largeur du choc de phase par
[(e1-C2)/(1+C1Co)] Qoo AZ = 2 (3)
D’aprés (3.3.2.$17) a 'ordre 1 en cq-Co :
Az ~ gy {1+€1C2) (1+c?)

(cr-c2) (4)

Si, de plus, |cq| est petit,

Az = 32/ (cq-Cp)2 (5)

On peut maintenant préciser que la solution est hautement non-linéaire
quand

L » Az(cq, cp) (6)
NUM 07 et NUM 06 sont un exemple numérique d’'un tel cas, avec, de plus, c{-Co
petit. :

L'équation de diffusion de phase (A3.2.39), qui gouverne le sillage loin
des bouts quand (6) est vérifiée, est invariante sous une gquelconque transiation
d’espace. C’est pourquoi la position du choc de phase est marginalement stable
(translater le choc de phase produit un état dissymétrique stationnaire).
Cependant, cet équilibre indifférent est seulement une approximation: on néeglige
I'effet (répulsif) des bouts sur le choc de phase, qui se trouve en fait dans la
situation d'une boule au fond d'un puits de potentiel trés plat: écartée de sa
position d’équilibre, elle revient trés lentement, voire pas du tout, en présence de
frottement solide. Pour les calculs numériques, les erreurs d’arrondi jouent, peut-
étre, le role du frottement solide; pour les expériences la question importe peu,
car de petites non-uniformités sont toujours présentes, et prépondérantes. Bref,
la position du choc de phase est pratiquement indéterminée, sans que ceia soit
en contradiction avec l'unicité de la solution t-sinusoidale du modéle GLCKO.

Il est aisé de vérifier que la soiution asymptotique de GLCK1 (conditions
aux limites périodiques) est I'onde plane paralléle, correspondant a I'émission
paralléle. Cette remarque prouve que, si la solution de GLCKO n’est pas
uniforme, c'est bien a cause des conditions aux limites nulles.
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3.4. Régime transitoire (a partir de bruit)

Le transitoire démarrant sur du bruit, décrit par Albaréde, Provansal et
Boyer (réf.), montre la croissance saturée de trois sections d’onde plane: une
section d'onde plane paraliéle, et deux sections d’onde oblique, de nombres
d’onde opposés, envahissent 'ensemble de l'intervalle (c.f. HT 01, HT 02, DRA
04, NUM 08, NUM 09, NUM 10, NUM 11, NUM 12, NUM 13). Aprés le premier
stade “Landau” du transitoire, R = 1 et, sauf prés des bouts, la solution est
gouvernée par I'équation de diffusion de phase (A3.2.$9). Les trois sections
d’onde plane se raccordent progressivement en deux chocs de phase, émis par
les bouts, et en mouvement vers le centre a la vitesse
Vi = qoo(c1 -C2) (1)

La collision des chocs de phase conduit enfin & 'état asymptotique t-sinusoidal.
D'aprés (3.3.2.$17) au premier ordre, la durée du transitoire est

2
vy ~ Y2 1F

4 (cror) | (2)

Puisque le nombre d’onde oblique n’est évidemment pas affecté par la collision,
il est le méme que dans le cas semi-infini, résolu au § 3.3.2., a condition que
(3.3.3.$6) soit vérifiée.
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4. L'expérience et la solution t-sinusoidale du modéle GLCO

Détermination expérimentale des coefficients p, ¢4 €t Cp.
4.1. Expériences prés du seuil

Mathis, Provansal, Boyer (réf.) ont donné la vérification expérimentale d’'une
équation de Landau. Bien sr, leur appareillage n’était pas congu pour observer
Iécoulement 2D. La variation suivant z du module de I'amplitude, trouvée par
Mathis, Provansal, Boyer (réf. 2) est celle de la fonction propre S4, ce qui veut
dire que la longueur de Kuramoto de I'obstacle n'est pas trés supérieure a m.
Leur équation de Landau, (2.2.2.$2), n'est certainement pas (2.2.2.8$5), mais
(3.3.1.$8). Sans le changement d’échelles de Kuramoto, (2.3.$1), (3.3.1.87) et
(3.3.1.$8) conduisent a une version révisee de leur modeéle:

v(Re, t, x = 5d, 0, z) = real( A{ (t) sin(qq(z+L/2)) f(0) ) avec q1= n/L (1)
diAq = (or-urq12+i(ci - U q12)) Aq - (3/4) (Ip+il;) | Aq |2A1 (2)
(En fait, avec les notations du § 2.2.2.,¢' = - 1 Q4 2.)

La composante y de (0) est prise égale & 1, si bien que
vy(Re, t, 5d, 0, z) = real( A4 (t) sin(gq (z+L/2)) ) avec g1=m/L (3)

4.1.1. Détermination de o, iy

Les résultats expérimentaux de Mathis, Provansal, Boyer (réf.) et Strykowski
(réf.) conduisent a:

or- 1y 12 = k (Re-Rey) 0l k = (0.20 £ 0.02) vid2 pour Re < 60 au moins (1)

Req est le nombre de Reynolds critique, fonction de g¢= /L. Identiquement:

or=k (Re - (Rey- k1 My Q1 2))

(Req- k1 urq12) est indépendant de L, car I'analyse dimensionnelle montre que

crd2/v est une fonction de Re seul; donc,

o, = k (Re-Reg)

Req =Reg + k11, qq2 (2)
Avec les données de Mathis (réf.), reprises par EXP 01, je vérifie la relation

(2) sur EXP 02 et EXP 03. L'appareillage expérimental fut décrit par Mathis (réf.),
Provansal (réf.). La longueur de I'obstacle était constante (10 cm), mais le
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diametre variable. D’aprés EXP 02,
k1 pr=193d2 oup,=39v (3)
J'ai réalisé un autre test & d constant et L variable. D’aprés EXP 04, u, = 24

v. Pour EXP 05, chadue seuil fut déterminé par I'extrapolation de la relation
linéaire énergie-Re, et il en résulte

Hp= 32 v, pour Re < 53 (4)

Les expériences décrites par EXP 01 et EXP 04 différent par I'épaisseur de leurs
EPBLs, leurs effets de blocage, etc. Ceci peut expliquer la différence entre les
valeurs respectives de . Je garde la valeur (4), cohérente avec la plupart des

expériences décrites plus bas. p, sembie indépendant de Re.
La longueur de Kuramoto (c.f. §3.2.) prend la forme trés simple

[k(Re-Reo) [ka(Re-Rey)
K Hr La HR

4.1.2. Détermination de co

Strykowski (réf.) trouva
Co=-3.0 (1)
alors qu’un résultat de Provansal, Mathis, Boyer (réf.), exprimé dans le présent
contexte, se ramene a

lco| « k™ 1doy/dRe =~ 3 (2)
Ce résultat est inexact. Toutes les autres expériences connues confirment le
résultat de Strykowski.

Provansal (réf. 2) suivit I'évolution de I'énergie et de la fréquence dans des
transitoires provoqués par une variation instantanée de la vitesse amont.
Pendant le transitoire,
21 f=o; - B2 = o, - kco (Re-Reg) Rk?, avec Rk = RIRggt 6t Rggt? = op /Iy (3)
Appliquer cette relation aux diagrammes EXP 06, EXP 07, EXP 08 mene
respectivement a: ‘
Cp=-3.3,-2.8,-1.9
et je garde, sans préjuger de la dépendance co(Re),
Co=-27%07 (4)
Le signe négatif de co apparait dans les simulations de Navier-Stokes 2D, par
Braza, Chassaing, Ha Minh (réf.) ou Lecointe et Piquet (ref.).

Pour étre plus complet, je calcule la valeur de |, résultant des données de
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Mathis (réf.). D’apres (4.1.$3):

vy(Re, t, 5d, 0, 0) = real(A(Re, 1)) (5)
Les cylindres avec d < 0.7 cm et L = 10 cm obéissent a |

A| = (0.11+.02) (Re-Re1) /2 v/d (6)
Donc,

(0.11 vid) 2 = (4/3) K/I, @
| = (2518) v | (8)

A dire vrai, pour d > 0.8 cm, on obtient un |, beaucoup plus petit, pour des raisons
indéterminées.

4.1.3. Détermination de cy-Co

Une premiére catégorie d’expériences permet la détermination de c4-cp, a
partir de la pulsation quasi-linéaire du mode (S1, o), prévue par (4.1 $2):
w1 (Re, 312) = oj(Re) - 4 42 - ¢ (op(Re) - ur 412) (1)
c1-Co est déduit de la variation de wq= 2xfy, non avec Re, mais avec le rapport
d'aspect Lg = L/d (en fait, g1p2= (WLR)?):

of __kr(ci-co)
aq% 2 (2)

En utilisant EXP 09, puis (4.1.1.$4), il vient
Hr(C1-Co)/(2r) =14 v (3)
cq-Co=2.7aRe =55 (4)
La variation d’énergie suivant z est donnée par Sq (2)2.

En dessous de Rey = 57, le champ de vitesse demeure t-périodique
jusqu’a plus de trois fois la longueur critique, conformément au modéle GLCKaO.
A plus grand Re, cependant, une seconde fréquence est possible: ce point fait

I'objet du § 5.1..

4.1.4. Mesure directe de c4

Une autre expérience donne un accés direct a c1: jappelle w1 =2nty;la

valeur de w4 au seuil Req. Il est a remarquer que la puisation critique n'est pas
affectée par les effets non-linéaires, i. e. ne dépend pas de Co.



-36-

o1¢(a12) = @1 (Re1(a12), 942) = 6i(Re1(q12)) - ki 942 (1)
En négligeant la dépendance p; (Re), et en utilisant (1) et (4.1.1.82):

Ww/2m = - dfy Jdq 2 + k1 y (2)
ol 2xn y=do;/dRe (3)

D'aprés EXP 10, dfy c/dq12 = 20.9 v. La valeur y = 0.16 donnée par Provansal,

Mathis, Boyer (réf.) est inutilisable, car elle est affectée de la méme incertitude
que (4.1.2.$2). Il ne reste que la valeur de Strykowski (Strykowski (ref.)), qui

donne ¢4 =/ iy; puis Co, grace a (4.1.3.$4):

y +0.11
cq -0.65
c{+27=0co -3.35

Co trouvé est compatible avec (4.1.2.$1) et (4.1.2.84).

y peut aussi étre éliminé comme suit. Je définis

wg(Re) = ©¢(Re, 0) (4)
Alors, en négligeant la déependance co(Re),
dwg/dRe = 2y - ¢ k (5)

Eliminer y entre (2) et (5) donne un nouvel accés a ¢{-Co:
¢y-Co = 2n (1 df4/dgy2 - k 1dfg/dRe) (6)
wq est en réalité la pulsation du sillage plan. D'apres Williamson (réf. 2),

dfg/dRe = Roq v/d? = 0.2175 v/d2 (7)

Le resuitat est, encore, c4-Co =2.7.
4.2. Expériences loin du seuil

Parce que la longueur de Kuramoto est trés supérieure a =, I'équation de
Landau (4.1.$2) n’est plus valabie, mais un effet collectif se produit: des sections
d’ondes planes se forment. Comme_ le remarquerent pour la premiére fois
Albaréde, Provansal, Boyer (réf.), la solution du modéle GLCKO, y compris le
transitoire, et les expériences de Williamson au dessus de Re,, = 64 sont
qualitativement identiques (sauf pour I'existence des cellules de bout, point traité
au § 5.1.). Dans les deux cas, I'émission oblique de vortex provient des
conditions aux limites. Williamson remarque la symétrie du champ de vortex par
rapport a la ligne de chocs de phase entre la zone d’émission paralléle (section
d’onde plane 0) et la zone d’émission oblique (section d’'onde plane 1). J'appelle
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cette propriété “loi de symétrie”. DRA 04 illustre la situation. Une relation entre x
et t est introduite par lintermédiaire d’'une célérité c, ce qui veut dire simplement
vit, X, ¥, 2) = v( t-(x-5d)/c, 5d, y, z) (pour x > 5d) (1)
Cette relation ne fait pas partie du modéle GL. Elle sert seulement a
Iexploitation des résultats de Williamson. Le probléme sous-jacent du traitement
de la coordonnée x et une démonstration de la loi de symétrie sont exposés en
appendice A2.

Jexprime maintenant la loi de symétrie dans le contexte de I'équation
GLCK (3.1.$3). La section d’'onde plane 1, de nombre d’onde q, a pour pulsation

WK =Cp-Co - qK2 (C1 -02) (2)
La section d’'onde plane 0, de nombre d’onde zéro, a pour puisation

WpK =Co-C2 (3)
La loi de symétrie implique I'égalité des vecteurs d’onde (x, z) (c.f. DRA 04):

(wo/eK)? = (@kieK)? + aK? (4)
Imposer l'identité de (2) et (4) pour les petits nombres d’ondes conduit a

cq1-Co = (1/2) CK2/(1)0K (5)
Aprés introduction des échelles de Kuramoto (3.1.$2), de wg = 2n fg etc = fg Ag:

2 2
cicp=-tofo _Aorfor_ AR ¢ pge
4y, 4npyr 4muR Ve (6)

Typiquement, AgR = 5, R = 32, ¢V, = 1 et ces quantités sont grossiérement
indépendantes de Re, d’'ou

dRe(cy-cp) = 1072 (7)
Donc, (cq, co) varie avec Re, bien que cette variation ait pu étre négligée sans
encombres au § 4.1.4.. x02 fg, tiré des données de Williamson, est porté sur EXP

11, et confirme (7). A Re = 60, c{-Co = 340 / (4132) = 0.8, hélas bien plus petit que
les valeurs de § 4.1.3. et § 4.1.4..

La longueur d'onde suivant x et les angles mesurés par Williamson,
associés a la loi de symétrie, permettent la détermination du nombre d'onde
sélectionné q pour tout Re:

q = (2n/Ag) sin 6 (8)

La longueur de I'obstacle est trés supérieure a celle du choc de phase: la
relation (3.3.3.$6) est valable et gk = QK(C1,C2) de (3.3.2.$17). Les valeurs de
gR et gk deduites des expériences sont portées sur EXP 18 et EXP 19 (pour
linstant, seule la partie Re > Re,, est concernee).
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gk est une fonction de Re seulement, et non du rayon de la plaque de bout
F. L'épaisseur & des EPBLs n'a pas d'effet sur le nombre d’onde, alors que le

modéle GLVKO, incluant des EPBLs, prédit que q., est fonction de (cq, Co, 9).
Paradoxalement, les expériences s’accordent mieux avec le modele GLCKO,
moins réaliste, ou q., est fonction de (c1, co), lui-méme une fonction de Re. En
voici I'explication physique: la condition A = 0 est imposée aux nceuds des
cellules de bout, toujours présentes chez Williamson (pas dans GLVKO
cependant, mais c'est une autre histoire). Ce nceud est-il & I'extérieur ou a
I'intérieur de la couche limite? A Re = 150, Gerich et Eckelmann (réf.) mesurerent

la distance A entre le nceud et la plaque de bout, en fonction de F. Au méme Re,
répaisseur de 'EPBL, donnée par (5.1.3.$2), est 55 = 0.4 FR'/2. Trés clairement,

pour toutes la gamme de F explorée par Gerich et Eckelmann, A(F) > 2 3(F). Le
nceud est & I’extérieur de 'EPBL, et joue le réle d’écran entre le sillage et
PFEPBL! (c.f. § 2.3.). Bien sUr cette situation devrait étre vérifiée pour tout Re.
L'effet de la variation de (cq, ¢p) sur la solution de GLCKO est étudie
numériquement. Le plan (cq, co) est divisé en deux régions, représentées sur
NUM 14. Une d'elle, la région instable, a des solutions asymptotiques non t-
périodiques pour L suffisamment grand, et son étude fait I'objet du § 5.2.. La
région complémentaire, appelée région stable, montre le chevron (stable) du §
3.3.2., avec, apparemment, g,k plus petit que 0.55 sur la frontiere. Dans les
expériences, les états t-quasi-périodiques et t-périodiques sont obtenus
respectivement pour Re < Re,, et Re > Re,, (cellules de bout mises a part). Ainsi,
(c1,co)(Re > Re,,) se trouve dans la région stable, et (c{,co)(Re < Rey) dans la
région instable. Un déplacement vers la région instable se traduit par un
accroissement de q, dans les- expériences (EXP 19) autant que dans les
simulations numériques de GLCKO (NUM 23).
Bemarque: les paramétres Lk et cg dépendent aussi de Re. Mais la variation de
Lk est sans effet dans la région stable, tant que (3.3.3.$6) tient, et (3.1.$1)
montre qu’une variation de cq se traduit par un simple decalage de pulsation.



-39-

5. Fluctuation temporelles quasi-périodiques
5.1. Le mode impair et les cellules de bout

5.1.1. Fluctuations t-quasi-périodiques a petite longueur de
Kuramoto

Mathis (réf.) et Mathis, Provansal, Boyer (ref. 2) observérent un deuxiéme
mode pour Re > Res > Req, révélant la fonction propre So du probleme linéarisé
(3.3.1.$3). De plus, EXP 13 montre que Reyp vérifie
Res = Req +klpgo?,qp=2nL (1)

avec Req = 48.7 et . = 42 v (au lieu de Reg = 49.7 et uy = 39 v sur le premier
mode dans des conditions identiques).

J'ai mené des expériences a Re constant et L variable, qui montrent la
relation approchée entre longueurs critiques )
Lo=2L4 (2)
(4.1.1.$2), (1) et (2) correspondent aux conditions de stabilité marginale des
modes (S1, o1) et (Sp, op): real(cp) =0,n =1, 2,i.e.

an2 =k 1(Rep-Reg), n=1,2 3)
Cette relation est confrontée a l'expérience sur EXP 14. L'accord n’est pas
parfait, peut-étre parce que les seuils ne furent pas déterminés au mieux, c'est a
dire par extrapolation du zéro de la relation Re-énergie.

Si on revient au cas Ly = constante, on obtient |a relation théorique:
Reo-Reg = 4 (Req-Rep) (4)
Avec les données de Mathis, on peut porter Res vs. Req, mais I'accord avec (4)
est mediocre.

La pulsation au seuil du deuxiéme mode wo. peut étre comparée a la
pulsation linéaire imag(co) du mode (Sy, 02). Un petit calcula L =2 L4 donne:
w1 -imag(oo) = (3/4) (c1-C2) Oy (5)
Deux expériences distinctes & Re = 68 et Re = 70 (c.f. EXP 16) donnent
wq-Wog < 21 X 0.4 o alors que
wq-imag(op) = (3/4) x 2.7 x 0.2 x (70-49) =2n x 1.4 o
L'écart entre wo. et imag(op) résulte-t-il de I'interaction non-linéaire entre les
deux modes? GLCKO rend compte de cette interaction, par (3.3.1.$13) et
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(3.3.1.$14), mais prévoit 'amortissement non-linéaire du deuxiéme mode par le
premier (§ 3.3.1.), en contradiction avec la plupart des expériences, ou As # 0.

Une autre propriété du mode (So, o) peut étre testée sur le deuxiéme
mode: puisque So change de signe en z = 0, un nceud avec opposition de phase
doit apparaitre a cet endroit. Gerich (réf.) a publié une visualisation montrant
I'opposition de phase pour tout x (a t donné), et m’a confirmé I'opposition de
phase aussi pour tout t. Comme Sq(z) est paire et S5(z) impaire, le premier et
deuxiéme modes seront appelés désormais modes pair et impair. La fig. ¢ de

Gerich (réf.) montre le mode impair avec Lk = 3.5 n (basée surp, =32 v, k=0.2
d2/v, Reg = 49). Le mode pair est visible sur la fig. d, ou Lg = 2.2 «, ce qui est

compatible, en autorisant une marge d’erreur, avec la relation attendue, Lk <2 «.

Simulati -

Ces expériences sont quasi-linéaires (2n < Lk < 10). Avec du bruit aléatoire
pour condition initiale, le mode (S5, oo) n'apparait dans GLCKO; par contre, forcé
dans les conditions initiales, il croit effectivement comme prévu par la théorie

linéaire, tant que le mode (S, o1), parti seulement sur le bruit numérique, reste
négligeable. Mais le mode (S4, o4), qui croit plus vite, finit par dominer et

annihiler le mode (S», 65), confirmant la notion d’'amortissement non-linéaire, et
la contradiction entre le modéle GLCO et I'existence du mode impair.

5.1.2. Evolution du mode impair au dessus du seuil

J'ai réalisé une expérience a Re = 70 et a L croissant depuis une longueur
sous-critique. La variation de fréquence apparait sur EXP 16, EXP 17.
L'amplitude globale du mode impair croit rapidement au dessus du seuil, jusqu'a
dépasser en module 'amplitude globale du mode pair, comme on voit sur EXP
15, ou Lk = 2.6 n. Lopposition de phase ne fut pas verifiée, parce gqu’une seule
sonde était disponible; mais les fréquences a droite et & gauche (suivant z)
étaient rigoureusement identiques (sinon, jaurais détecté un battement a
basse fréquence). Le mode pair est clairement dominé par le mode impair,
comme (probablement) sur la fig. ¢ de Gerich (Gerich (réf.)). Pour Lk = 3=, le
mode impair se casse en cellules de bout, chacune demeurant attachée a un
bout, avec des fréquences fq et fy' Iégérement différentes (a cause d’'une petite
dissymétrie). Alors, le sillage exhibe un fort mélange non-linéaire de trois
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fréquences (déja présenté‘dans Albaréde (réf.)), avec un trés puissant battement
a basse fréguence [fo-fg'].

Pour L plus grand, le mode pair regagne la prédominance spatiale hormis
prés des bouts (c.f. Gerich et Eckelmann (réf.) et Williamson (réf. 2) fig. 27). Les
cellules de bout sont eloignées 'une de I'autre, n’interagissent pas, et sont
indépendantes de L: encore une fois, I'effet de longueur finie, par un processus
de saturation non-lineaire, devient I'effet de bout.

5.1.3. Relation entre le mode impair et la configuration au bout

Le mode impair dépend des EPBLS

L'existence du mode impair dépend du fetch F, distance le long de laquelle
la couche limite a cri avant d’atteindre I'obstacle (fetch est un terme nautique -
dont 'emploi est étendu ici @ une couche limite-, désignant la distance sur
laquelle le clapot se forme avant d’atteindre un obstacle). Avec F=15cm, L =10
cm, d = 1.6 mm, le mode impair apparait au-dessus de Reo = 50 (Mathis (réf.)).
Avec F = 2 cm, L variable < 7 cm, d = 1.6 mm, le mode impair apparait pour Res >
Ren, = 57. Incidemment, cette situation permet de vérifier (3.3.1.$11) méme pour
Lk > 2x, pourvu que Re < Re, (EXP 09). Au contraire, si Re > Rep,, le mode pair
voit sa fréquence fortement affectée par le mode impair (EXP 17).

L'epaisseur d de 'EPBL vérifie bien la loi de Blasius:
8/d = 5 (F/d) 1/2 Re~1/2 (1)
Sk(Re, F) = 5 (kFRi,) /2 (Re-Req)/Re) 12 (F est F/d) (2)
dK croit avec Re. Il se pourrait que 'EPBL supporte une cellule au dessus de

Ren,, seulement si dk dépasse une taille critique.

En tous cas, 'écoulement prés des bouts stimule le mode impair: sa limite
quasi-linéaire, le mode (So, o), comme il vient d’étre montré, et, aussi, les
cellules de bout, considérées comme la limite hautement non-linéaire du mode
impair.

Echec de I imation faibl o

La derniére remarque suggeére l'introduction d’'EPBLs symétriques dans le
modéle GLO, par 'intermédiaire de o(Re(z)). Le modéle GLVO ainsi obtenu a une
solution asymptotique paire (bien que pas forcément t-périodique). Un
cisaillement uniforme de Re(z) ne produit pas non plus le mode impair.

A mon avis, le mode impair échappe au modéie GLO, parce que
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Iapproximation faiblement 3D échoue prés des bouts. L’écoulement n'y est pas
faiblement 3D, on ne peut pas relier le sillage, méme localement, au sillage plan,
et les propriétés de stabilité ne peuvent pas étre représenteées par Re(z) et GL.

5.1.4. Conclusion pour le § 5.1.

Dans des conditions quasi-linéaires, le mode impair expérimental a le seuil

ot la forme du mode (S, 05); dans des conditions hautement non-linéaires, il
prend la forme de cellules de bout. Dans le modéle GLCKO, le mode impair ne se
trouve pas dans la solution asymptotique, parce qu’il est non-linéairement amorti
par le mode pair.

Dans certaines expériences, le mode impair peut aussi étre inhibé en
réduisant le fetch F de I'EPBL. Ceci montre qu'il est contrélé et alimente par
I'écoulement prés des bouts, un probléme de mécanique des fluides pleinement
3D, non compris dans le modéle GL, et qui requiert une étude séparée.

5.2. Une explication théorique de la transition de Williamson,
4 Re,, = 64

5.2.1. Franchissement de la limite de stabilité du chevron

La simulation numérique du modéle GLCKO reproduit la transition de
Williamson (Williamson (réf. 2)), par une variation de (c4, o), déstabilisant le
chevron. Une suite de simulations numériques retrace le franchissement de la
limite de stabilité par (cy, ¢o). Conditions du test: L = 48, ¢ adapté (de maniere a
minimiser |al), ¢4 variable, co = -2, dt = 0.2, pmax = 96 (c.f. § A4.2. pour des
renseignements sur la méthode numérique). Les différents stades obtenus sont:
*i1: ¢4 =-0.500 (cg =-1.77): un chevron stable.

*i2: ¢4 =-0.300 (cg =-1.59): un chevron stable; des oscillations apparaissent
pendant le transitoire, mais sont finalement amorties. 4
/i3: ¢4 =-0.175 (cg = -1.46): un chevron oscillant; les oscillations acquierent une
amplitude finie (plus grande prés du choc de phase), et des singularités de
phase (dislocations) apparaissent pendant le transitoire.

“i4: ¢4 =-0.120 (cg =-1.41): un chevron brisé, avec deux nceuds internes
permanents; la cellule centrale et les cellules latérales ont des frequences

distinctes.
“i5: ¢4 =-0.100 (cq = -1.38): sillage scindé. Les cellules centrale et latérales
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sont des chevrons, toutes de méme fréquence. Deux cellules voisines, séparees
par un nceud, sont en opposition de phase (accrochage répuisif).

Chaque stade du développement de linstabilité (sauf le stade i1 bien
connu déja) est illustré par les représentations suivantes:
» Lignes real(A(t, z)exp(i 0.5 t)) = 0, simulant une visualisation de I'écoulement
(HT 03, HT 04, HT 05, HT 08).

« Enregistrements t — R(t, z), mis pour des traces de vitesse (NUM 15, NUM 16,
NUM 17, NUM 18).

* (g, R, m)(z) & t donné, représentatif d'un état asymptotique symétrique (NUM 19,
NUM 20, NUM 21, NUM 22).

. Dessin en tons de gris de real(A(t, z)), plus proche de la realité mathématique,
et montrant le développement des singularités de phase (HT 07, HT 10, HT 11,
HT 12).

5.2.2. Comparaison avec la stabilité des ondes planes

L'analyse linéaire de la stabilité des ondes planes fut réalisée par Kuramoto
(réf.). En voici un extrait (corrigé) :
1+ Si 1+ c4Co < 0, alors toutes les ondes planes sont instables, au moins vis & vis
des perturbations a grande longueur d’onde.

2. Dans le cas contraire, les ondes planes telles que

1l > Ay = (1 + 2(14c22)/(14¢q c0)) /2 (1)
sont linéairement instables vis a vis des perturbations a grande longueur d’onde.
Les ondes planes de grand nombre d’onde, aussi bien que les chevrons de
grand nombre d'onde, ont une tendance a l'instabilité. J'appelle onde plane
tangente & un chevron donné I'onde plane de méme nombre d’onde. Je veux
comparer la stabilité du chevron avec celle de son onde plane tangente.

Pour chaque stade i1 & i5, je calcule g donné par (1) et détermine
numériquement le nombre d’onde sélectionné q.,. Sauf au stade i1, Qo > Qgy-
'onde plane tangente devient donc instable entre les stades i1 et i2. Mais qgj
n'est pas trés significatif, parce qu'il concerne la stabilité linéaire d’'une onde
plane soumise & des perturbations de grande longueur d’'onde, alors que je suis
intéressé par la stabilité non-linéaire d’'une section d'onde plane, soumise a des
perturbations de longueur d’onde finie (une perturbation z-sinusoidale ne peut
pas se développer si sa longueur d'onde est plus grande que L). Dong, j'étudie
numériquement la stabilité des ondes planes (nombre d’onde q, longueur d’onde
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A), dans un milieu périodique de taille 2 A (environ la longueur d’'une section

d’onde plane, en supposant un typique q = 0.5); la stabilité est obtenue pour q <
gc- Les trois quantités q.., ¢, dc Sont portées en fonction de ¢4 sur NUM 23. Le
résultat confirme que linstabilité du chevron difféere peu de l'instabilité de I'onde
plane tangente, probablement sous I'effet stabilisant d'une longueur finie.

La stabilité quasi-linéaire de I'onde plane n’a pas été étudiée
théoriquement. Mais le mode e pius instable semble gouverné par une équation

de Landau (la troisieme!), avec ", I;”. La transition (chevron stable — chevron
oscillant) correspond a o,” devenant positif, tandis que la transition (chevron

oscillant — chevron brisé) est une bifurcation sous-critique, se produisant quand

I'amplitude d’oscillation est assez grande. Un exemple d’évolution temporelle
d’une onde plane instable apparait sur HT 21: la solution asymptotique est une
autre onde plane (de nombre d’'onde plus petit).

5.2.3. Effet de la variation du rapport d’aspect

Le chevron stable est indépendant du rapport d’aspect (supposé grand);
cette propriété doit étre testée sur le chevron brisé (stade i4). Par I'étude des
exemples numériques, je suis parvenu au scénario suivant, valide au moins pour
la plupart des (cq, co) dans la région instable, pas trop loin de la limite de
stabilité, ni des valeurs expérimentales. '

En accord avec I'analyse de stabilité quasi-linéaire du § 3. et les
expériences du § 4.1., la solution asymptotique de GLCKO est t-périodique pour
L assez petit; en conséquence, une longueur critique L(z)(c1, Co) existe, au
dessous de laquelle les nceuds internes du chevron brisé disparaissent. Dans

les exemples numériques, L(2)(c1, Co) » Az(cq, Cp), si bien que, pour L
légérement inférieur a L(Q), la structure est un chevron oscillant. En utilisant la

remarque du § 2.3., GLCK s’applique avec des conditions aux limites prises en
des nceuds quelconques, en particulier, les nceuds internes. Donc, par exemple,

la distance L(1) entre nceuds internes a L = L(2) vérifie

< Lk(cy, cp) < L@k(cq, cp) - 2n (1)
Pendant que L croit, les cellules latérales gardent grossiérement la méme

longueur (L(2)-L(1))/2. La cellule centrale, de longueur L-(L(2)-L(1)), sature

bientdt, produisant un chevron, lui-méme instable quand sa longueur est
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supérieure a L(2): une cascade de “poupées russes” est amorcée. Pour N 2 3, je

définis L(N) comme la longueur au-dessus de laquelle le N-iéme nceud avec z >

0 apparait (y compris le nceud externe). J'obtiens, pour tout N21:

LIN+1).L(N) 2 L(2)- (1) (2)
et par récurrence sur N:
L(N)-L(1) = (N-1) (L(@-L(1)) pour N 2 1 (3)

Si L > x, alors le nombre de noceuds (avec z > 0) est simplement
L - LMy, €2)
L@ (cy, ca)-L"er, c2) (4)

N(L, c1, C2) = 1+int (

Le cas (Cq.Co) = (-0.12, -2) est illustré par HT 05, HT 09, HT 11, HT 12, HT
13, HT 14, HT 15, HT 16, HT 17, HT 18, HT 19, HT 20. Quelques autres résultats
utiles sont, avec (cg, €1, Co) = (-1.41,-0.12, -2), dt = 0.2,dz=0.5:

L(1)y =13, 33 < L(2) < 36,60 < L(3) < 96, N =6 a Lk = 240
Pratiquement, si L = L(3). les nceuds internes ont des mouvements oscillatoires et

disparaissent de maniére intermittente, si bien que LB3) ne peut étre déterminée

précisément. La taille des cellules latérales n'est pas vraiment constante: les
cellules latérales sont des chevrons dissymétriques, évoluant contindment lors
de I'accroissement de L, depuis une section d’'onde plane jusqu’a un chevron
symétrique. Plus précisément, toutes les sections d’onde plane sont limitées a 10
unités de Kuramoto, alors que la longueur totale des cellules latérales est 10, 12,

16, 19 unités de Kuramoto pour Ly = 33, 48, 60, 240. En conséquence, les L(N)

apparaissent sous-estimés par (4).
Mais cela ne remet pas en cause la conclusion qu’une variation de Lk, au

méme titre qu’une variation de (cq, Cp), peut produire une variation de N. Il faut
regarder lequel de ces mécanismes est impliqué dans la transition de
Williamson.

5.2.4. Comparaison avec les expériences

variable. R nstant inférieur & Re,,

Williamson ne mentionne pas que le chevron brisé puisse étre supprimeé en
diminuant la longueur, bien que cette propriété semble quasiment
incontournable. 1l ne mentionne pas non plus le sillage scindé (stade i5). i
observa seulement le chevron brisé (stade i4). Ceci est compatible avec le
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modeéle GLCKO si les expériences furent réalisées avec
L@)f(c4, co)(Re)] < Lk(Re) « LE)[(cq, cp)(Re)] (1)

dans un voisinage de Re,y (i.e. un intervalle |Re, Re’[ contenant Re,y). La gamme
de LR utilisée par Williamson était

70 <Lp< 240

Avec Re, = 64, 1, = 32 v 6t Reg = 49, (u/oy) /2 = 3.27 d et la gamme de L est
21<lk<73 (2)
L'observation d'un constant N = 2 en dessous de Re,, implique

L) <21 <73 « L) (3)
Lrconstant, Re variable

Je considére une séquence d’expériences a L constant et Re decroissant,
en passant par Re,,. Au dessus de Re,,, un chevron stable (stade i1 et stade i2)
est observé. Le stade i3, pas facile a distinguer du chevron stable, n’est pas
explicitement rapporté, malgré une ressemblance heureuse avec la fig. 7 de
Williamson (réf. 2): dans les deux cas, I'amplitude de l'oscillation est plus forte
prés des chocs de phase, et les isophases de 'oscillation forment un nouveau
chevron, pointant & I'opposé du chevron de base! En dessous de Re,, le
chevron brisé (stade i4) est observé.

La transition de Williamson consiste en une variation du nombre de nceuds,
causée par une variation soit de Lk, soit de (cq, cp), comme remarqué au §
5.2.3.. Je vais examiner une hypothése: “dans un voisinage de Rey, (c1, C2)
reste dans la région instable”. Ceci exige que la transition soit due a une
variation de Ly, plus précisément, au changement de signe de Lg(Re) -

L(Z)K[(c1 , Co)(Re)]. Le seuil devrait dépendre de LR et, comme LK croit avec Re,
le chevron brisé devrait étre obtenu au dessus du seuil. Comme ces
conclusions sont fausses, 'hypothése est fausse.

Ainsi, (c1, co)(Re) passe de la région instable a la région stable quand Re
croit. LR est tel que (1) soit vraie, dans un voisinage de Rey, heureusement
assez vaste. Une méthode sensible pour déterminer (cq, Co)(Rey) = (C1w» Cow)
consiste & intersecter la limite de stabilité de NUM 14 et la droite c-cp = 2.7
(obtenue au § 4.1.). En réalité, comme NUM 14 n’est pas numériquement trés
précis dans la zone de l'intersection, j'ai étudié séparément la ligne cy-co = 2.7,

avec une précision accrue: L = 48, cq adapté pour que |o| < 0.01, dt=0.2,dz =

0.5, et j'obtiens
-0.55 < ¢4y <-0.5 (4)
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-3.25 <Coyy<-3.2 (5)
(4) et (5) sont effectivement peu éloignés des résultats du §4.1.4.
Avec (cg, €1, C2) = (-2.3, -0.45, -3.2), le nombre d’onde sélectionné (obtenu

pour it « L « L(2)K) est q.,(-0.45, -3.2) = 0.57, avec une pulsation @ = 0.007. De
plus,

30 < L(2)(-0.45, -3.2) < 33 (6)

et L(3) ne peut pas étre déterminée, parce que les nceuds internes fluctuent en

nombre et en position. (6) est en désaccord avec L(2)K < 21 requis par (3).
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6. Conclusion

6.1. Récapituilation

6.1.1. Solution du modéle GLCKO

L'étude mathématique de la solution a été présentée paralliélement a une
analyse non-triviale des expériences, ce qui pourrait troubier un lecteur non-
spécialiste. Je rappelle les résultats mathématiques, hors du contexte
expérimental. lls constituent le plus simple exemple d’analyse non-lingaire de la
stabilité d'un systéme étendu.

Le modéle GLCKO se compose de I'équation GLCK (3.1 .$3) et de
conditions aux limites nulles. Les trois paramétres extérieurs sont ¢4, Cp, d'ordre
unité, et Ly, longueur de lintervalle de définition. Lunicité et I'existence d’'une
solution t-sinusoidale sont proposées; c’est une fonction paire de z, appelée pour
cela mode pair.

La théorie usuelle de la stabilité quasi-linéaire est appliquée & GLCKO: on
suppose un bruit aléatoire de petite amplitude at =0, et on recherche I'évolution
temporelle. Le probléme linéarisé est diagonal dans 'espace de Fourier; le

nombre de modes linéairement instables est int(Lk/x). Pour L — n¥, Funique

mode linéairement instable est régi par une équation de Landau, facilement
déduite de GLCK.

Si2n<ly« L(2)K(c1 ,Cp), les modes linéairement instables sont, selon leur

parité, ou bien amortis ou bien accrochés par les effets non-linéaires; aucune
nouvelle fréquence n'apparait, et la solution asymptotique est le mode pair. Si 2x

« Ly « L(2)K, le mode pair est en forme de chevron: il se compose de deux

sections symétriques d'onde plane oblique, de nombres d’ondes * q..(C1, €2)
indépendants de L, reliées progressivement par un choc de phase symeétrique et
stationnaire. Pendant le transitoire, aprés une durée d’ordre unité, une section
d'onde plane parali¢le apparait, sauf prés des bouts, ou apparaissent des
sections d’onde plane oblique. Les zones de connexion sont des chocs de
phase qui se déplacent vers le centre a la vitesse g..|c1-Col, entrent en collision
4 mi-longueur, et établissent finalement le mode pair asymptotique.

Un quelcongue (cq, Co) dans la région stable produit une solution

asymptotique t-périodique pour tout L: L(Z)(c1, Cp) = . Inversement, un

quelconque (cq, Cp) dans la région instable produit une solution asymptotique
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non t-périodique pour un certain L: L(2) est finie (exemple: L(Z)K(-o.12, -2) < 36).
L'instabilité n'est pas trés différente de celle de I'onde plane de nombre d'onde

Ge(C1, C2), et se développe quand q., est trop grand. Quand L — L), le
chevron oscille de plus en plus fort, et casse a L = L(2), ou, par définition, deux
nceuds internes apparaissent, distants de L(1). Entre eux, la cellule centrale

développe un mode pair, dont la longueur croit avec L, jusqu’a L(2), ou elle
casse, et ainsi de suite: le méme processus se répéte indéfiniment. La région
instable est grossiérement identique &, mais distincte de la région d’instabilité de
diffusion de phase, 1 + cycp <O0.

L'effet de la variation de (¢4, Co) a L constant peut facilement se déduire de

ce qui précéede: si L est supérieur a L(2) quand (cq, Cp) entre dans la region
instable, la transition se produit sur le champ: le chevron se casse en cellules
plus petites. Il faut remplir la longueur de I'obstacle avec le plus grand nombre de

cellules latérales, et la longueur restante, dans lintervalle [L(1), L(z)], est
occupée par la cellule centrale. Dans les exemples numériques, les celiules
latérales sont des chevrons dissymétriques, de nombre d'onde q., (presque
partout sur la limite de stabilité, q., = 0.5) et dont les sections d’onde plane ne
dépassent pas une taille critique. La cellule centrale est symeétrique.

6.1.2. Résuiltats expérimentaux

Une amplitude complexe peut étre associée au sillage expérimental (par la
définition (A1.$5), indépendamment de GL). La partie paire de A, notée AT(t, z),
est le mode pair; la partie impaire, notée A_T(t, z), est le mode impair; I'indice T
rappelle que AT est invariante sous T, défini par (3.2.1.$21). Les deux modes
sont t-sinusoidaux, ce qui correspond a un champ de pression-vitesse t-

périodique, et peuvent s’écrire
y4

A:1(t, 2) = Ret(2) expl i f Qz7(2')dZ'+ iwstt ]
0 (1)

Pour L croissant, chaque mode présente successivement des

« Propriétés linéaires: taux de croissance, seuil, pulsation linéaire, forme.

« Propriétés quasi-linéaires: amplitude globale et pulsation a saturation, sans
distorsion notable de la forme.

- Propriétés hautement non-linéaires: la forme et la pulsation ont des limites
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hautement non-linéaires quand L — oe.

Le mode pair

Un accord quantitatif est prouvé entre les approximations du § 3.3.1. et les
expériences du § 4.1.. Le mode pair prés du seuil est le mode (S1, o4). Cette
structure, certes pas trés exotique, est cependant utile:

- Elle légitime le modéle GLCKO, en particulier 'opérateur 87_2.
« Elle donne accés a (cq, Co)-

Propriétés hautement non-linéaires: un accord qualitatif est obtenu entre,
d’'une part, I'approximation loin du seuil du § 3.3.2., le transitoire du § 3.4.,
linstabilité du § 5.2., et, d'autre part, les expériences de Williamson. On n'obtient
pas d'accord quantitatif: c{-co est sous-évalué par (4.2.$6), gk surévalue par
EXP 19, (5.2.4.$3) et (5.2.4.$6) imposent des conditions contradictoires sur

L(Z)K. Mais de nouveiles expériences, congues a dessein, sont nécessaires pour

tirer au clair ces problémes.

| o | ,

Le modéle GLCKO prédit certaines propriétés linéaires (seuil et forme) du
mode impair, mises & jour par les expériences du § 5.1.: quand L — 2n*,
A_T(t, 2) ~ Ao(t) So(z), avec un nceud & z = 0. Dans la plupart des expeériences,
I'amplitude globale A, est clairement non-nulle, alors que le modéle GLCKO
prédit Ao = 0.

Quand L — «, A_T tend vers des cellules de bouts: Rp(2), s'aplatissant
autour du nceud central, est négligeable sauf aux bouts. Les ailes du mode
impair, fort éloignées I'une de l'autre, se désynchronisent sous I'effet d’'une petite
dissymétrie, et engendrent des cellules incohérentes. Encore une fois, le modéie
GLCKO prédit A1 =0.

Dans certaines expériences, cependant, le mode impair peut étre supprimé
(pour Re < Rey) en réduisant le fetch (distance entre le bord amont de la plaque
de bout et I'obstacle). Cette propriété montre que lexistence du mode impair est
due a I'écoulement prés des bouts, qui échappe au modeie GL, parce gu'il n'est
pas faiblement 3D et ne peut étre approché par un champ de sillages plans
locaux.
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‘écoulement pleinement 3D pres d'un n

Prés d’'un noeud, le champ de vitesse fluctuant, avant de s’annuler, devient
pleinement 3D et ne peut pas étre déterminé par le modéle GL; en particulier, les
vortex d’une allée rejoignent les vortex de 'autre allée. Le champ de vorticité
obéit & V.w(t, r) = 0, alors que cette relation n’a pas d’équivalent pour A(t, z).

Heureusement, le modéle GLCKO reproduit I'effet des noeuds externes a
grande distance, et rend compte du chevron brisé. Ainsi, les effets faiblement 3D
sont prédits, méme si les détails pleinement 3D prés des nceuds sont perdus. On
pourrait objecter que les nceuds des cellules de bout n'apparaissent pas dans le
modéle GLO; la raison n’en est probablement pas tant 'impossibilité de traiter la
complexité 3D de cet écoulement, mais, plus trivialement, le fait que GL ne tienne
pas compte des propriétés de stabilité particuliéres de I'écoulement prées des
bouts.

6.1.3. Conclusion historique (références a d’autres articles)

L'idée initiale de Tritton a propos de deux régimes d'émission pour le
sillage plan était fausse. La quasi-périodicité est toujours le signe d'une structure
3D en cellules, avec des dislocations. Gaster (réf.) eut le premier I'idée de
modéliser le sillage par un champ d'oscillateurs (de Van der Pol) couplés, mais il
ne poussa pas cette idée trés loin.

Il manqua aussi I'effet de bout, sur lequel insistérent les premiers Slaouti et
Gerrard (réf.), Gerich et Eckeimann (réf.), qui inaugurérent une nouvelle attitude
expérimentale: auparavant, certains aspects du probléme étaient passés sous
silence, sous des prétextes fallacieux: par exemple, avec un rapport d'aspect
“tres grand”, on considéra'it comme acquis que I"écoulement était 2D; apres leurs
travaux, il était clair qu'aucun détail de I'écoulement ne pouvait étre négligé a
priori, et que les conceptions 2D devaient étre définitivement abandonnées.

Van Atta et Gharib utilisérent un obstacle de trés grand rapport d'aspect (Lg
= 3500), mais, comme ils ne s'inquiétérent pas de la structure 3D, il est difficile de
conclure a propos de leur suggestion, citée au § 1.1..

Williamson prouva que de substantiels effets 3D demeuraient en 'absence
de non-uniformités ou de vibrations: ils résultaient seulement de 'annulation des
oscillations aux bouts. Cette situation était particulierement propice au présent
travail, car le nombre de paramétres mathématiques extérieurs put étre reéduit a
un minimum (trois), alors que les effets 3D demeuraient non-triviaux.

Des équations d’amplitudes furent largement utilisées pour décrire les
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écoulements fermés, principalement la convection thermique, et I’écoulement de
couette rotatif. En général, les écoulements ouverts internes (Poiseuille-tube ou
Poiseuille-plan) ont des transitions sous-critiques, qui échappent aux équations
d'amplitude. Au contraire, les écoulements ouverts externes ont souvent des
transitions super-critiques. Les écoulements absolument instables meritent une
attention particuliére: ils sont gouvernés par des équations autonomes, et
rinstabilité est largement indépendante du bruit venant de I'amont. Un autre
exemple est le jet chaud, qui, curieusement, a presque la méme constante C»o
que le sillage du cylindre (Raghu et Monkewitz (réf.)).

La littérature sur les expériences de sillage et la réduction dynamique des
instabilités hydrodynamiques est si vaste que je manque certainement nombre
d'articles révélateurs (en particulier sur le second sujet).

6.2. Prospectives
6.2.1. Applications nouvelles du modéle GL

Autres eft n_écoulement unit

« Obstacle incliné: d’aprés Ramberg (réf.), linclinaison accroit q., et produit une
transition qui ressemble & l'instabilité d’'onde plane de HT 21.

- Forgage par des vibrations (Detemple-Laacke (rét.)).

. Instabilité de I'écoulement de base 2D pour Re > 180: des conditions aux
limites périodiques peuvent étre utilisées pour simuler un milieu infini. GL peut
étre modifiée pour que le premier mode instable ait un nombre d'onde non nul.

L'équation GL (2.3.$2) s’applique aux écoulements faiblement 3D: par
exemple, le sillage d’un cone effilé (Gaster (rét. 2)), le sillage d’'un corps de
révolution avec une variation périodique du diametre d(z) (par analogie avec le
sillage d’une plaque plane ondulée, étudié par Meiburg et Lasheras (réf.)), etc.

Méme quand le modéle GL est a priori inapplicable, il peut donner des
idées utiles. Par exemple, introduire des profils d’'EPBL dans GLVO cause en
général un accroissement de g, et un déclenchement plus facile de l'instabilité
du chevron. Un autre exemple est le sillage d’'un “bi-cylindre™ (un corps de
révolution avec une discontinuité de diameétre).
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6.2.2. Avancées théoriques

“ ’ ”, Z . ’ 2 . ’

Les coordonnées lentes du sillage 3D sont x (écoulement quasi-paralléle)
et z (écoulement faiblement 3D). Supposer le probleme 2D revient a geler la
variation suivant z; alors, les propriétés de stabilité locales et globale sont reliées
par une équation d’amplitude, avec dy, étudiée par Chomaz, Huerre, Redekopp
(réf.). Il devrait étre possible, aussi bien, de geler la variation suivant x en
supposant un écoulement paralléle, et ensuite de relier les propriétés de stabilité
locales et globales suivant z, par une équation d’amplitude, avec d,, GL en fait.
Une relation rigoureuse entre le complexe A et le champ de pression-vitesse
devrait aussi étre dérivée.

Une autre voie consiste a prendre x et z comme coordonnées lentes: la
variation est plus lente suivant x et z que suivant y. L'équation d’amplitude fait
intervenir dy, d,. Rossi, Huerre, Redekopp (réf.) ont étudié une telle équation,
mais je ne sais pas s'ils I'ont dérivée & partir des équations de Navier-Stokes.

“ [aval”; soluti |

Le modéle GLCKO mérite une solution exhaustive: plusieurs idées
fondamentales trouvent Teur plus simple application sur cet exemple, qui est
presque un paradis mathématique, comparé a d’autres probiémes non-linéaires.
Il faudrait confirmer la possibilité de transitions sous critiques pour le chevron. En
particulier, I'analogie mécanique du § 3.2., et I'analyse de stabilité non-linéaire
des ondes planes devraient étre poussées plus avant. Il pourrait y avoir queique
travail mathématique intéressant sur le modele GLVKO, en particulier avec un

cisaillement uniforme sur o(z).

6.2.3. Suggestions expérimentales

6.2.3.1. Quelles expériences?

Propriétés de stabilité linéaire

Les propriétés de stabilité linéaire du sillage demeurent une mine
inépuisée d'informations, accessibles par le forgage sous-critique, ou les
transitoires.

Lintérét du forgage sous-critique est qu'un mode linéaire quelconque peut
étre excité sélectivement. Linconvénient est que I'on obtient seulement les
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propriétés sous-critiques, et que 'extrapolation des propriétés super-critiques est
délicate.

Au-dessus du seuil, les transitoires sont obtenus en supprimant et
rétablissant l'instabilité, en usant de différents artificés, tels que forgage, contre-
réaction, fuite a la base (“base bleeding”). Le taux de croissance linéaire et la
fréquence doivent étre identiques partout dans le champ 3D (ceci n'a toujours
pas été clairement démontré!).

xpérien rlem ir
« Test de (3.3.1.$20) et (3.3.1.$21), sur le comportement quasi-linéaire de q(z) et
R(z). Remarque: la saturation non-linéaire du mode pair prédite par le modéle
GLCKO ne peut étre observée si le mode impair apparait (Lk > 2x).
- Mesure directe du coefficient de diffusion de phase 1+c{Cp, en observant la
relaxation d’'une perturbation impulsionnelle de la phase (a grand Ly).

« La sous-criticalité de la transition (chevron stable — chevron brisé) pourrait étre

testée en recherchant de I'hysteresis dans une expérience (et une simulation
numérique) ol L serait une fonction du temps lentement variable (a grand Li).

La question fondamentale est de trouver pourquoi le mode impair
(comprenant le mode (So, oo) et les cellules de bout) est présent. La
dépendance de I'amplitude globale Ax(t) avec Re, L, et le fetch des plaques de
bout F, doit étre étudiée.

L'entretien du mode impair par 'écoulement prés des bouts pourrait
apparaitre comme un forgage dans I'équation GL. Comme Slaouti et Gerrard
(réf.) et Gerich et Eckelmann (réf.) trouvérent des cellules de bout pour diverses
conditions de bout, le processus d’entretien semble largement indépendant des
détails de I'écoulement prés des bouts.

Une autre question est comment et pourquoi le mode (Sp, 65) se divise en
cellules de bout (lors d’'un accroissement de L & Re constant).
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6.2.3.2. Quelle configuration expérimentale?

Deux sondes, dont une mobile, sont nécessaires pour les mesures de
phase; I'utilisation d’'une batterie de fils chauds permet des mesures simuitanées
en différent points. La LDA permet des mesures de vitesse absolues et non-
intrusives, mais colte cher, et est difficile prés des plaques de bout et des zones
de recirculation. Les mesures de la pression a la base sont également non-
intrusives, et possibles la ol la LDA ne I'est pas. Comme un grand nombre de
mesures doivent étre réalisées, 'automatisme et le traitement des données
doivent étre trés bien congus.

Les caractéristiques souhaitables pour la soufflerie sont un Re variable
(30 < Re < 300), et des plaques de bout de taille et position variables (5 < L/d <
150 au moins). Sont trés utiles un systéme de contréle de l'instabilité du sillage,
et un procédé de visualisation par la fumée (ils devraient pouvoir étre mis en
ceuvre en méme temps que 'anémométrie). Surveiller les vibrations de I'obstacle
est une sage précaution. Pour des raisons techniques (propriétés élastiques,
usinage), il est plus facile d'utiliser des obstacles de diameétre plus grand que 0.2
cm. Si différents diamétres sont utilisés, la similitude hydrodynamique n’est pas
garantie (au moins parce que la taille de la soufflerie est fixe): il est plus sage, et
techniquement plus simple, de conserver un unique cylindre avec d =0.2 cm.
Alors, la taille minimum de la soufflerie suivant z est 33 cm, et une gamme
convenable de vitesse amont dans l'air est 25 cm/s < Vg < 225 cm/s. Une non-
uniformité de £5%. pour I'écoulement libre et un taux de turbulence de 5%
semblent convenables.

6.2.3.3. Vers une validation systématique du modeéle GL

Dans le présent travail, les paramétres mathématiques extérieurs (¢4, Co)
furent partiellement déterminés ad hoc et jeus recours a des expeériences
menées dans des conditions et des buts différents ; ainsi, il ne fut pas facile
d’acquérir une vision claire. Pour des parameétres physiques exterieurs
guelconques Lp et Re, une validation systématique de GLCKO requiert:

+ La détermination des valeurs expérimentales de oy, y, €t ¢, C1, Co (par des
transitoires ou des régimes quasi-linéaires), avec une précision accrue (+£0.05
sur cq et co).

» La résolution du modéle GLCKO avec (Lk, c1, Cp) tirés de I'expérience.

« La comparaison des caractéristiques du sillage réel et de la solution du modele
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(nceuds, phase, module de I'amplitude, pulsation).
6.3. Sur la nature et I'intérét de la présente approche

D'une part, un modéle de Ginzburg-Landau est seulement un
développement d’équations de perturbation en puissances d’'un paramétre
extérieur prés d'une valeur critique, et certainement pas une explication
physique. Comme tous les développements, il échoue en cas de non-analyticité.
De plus, dans le cas présent, la validité de I'équation GL n’est pas prouvée
mathématiquement, et les expériences ne sont pas exhaustives.

D'autre part, le modéle GLO est le premier a avoir jamais reproduit le
moindre trait d'un sillage 3D. Il n'existe aucun modéle plus simple (qui tienne
compte de la non-linéarité et de la tridimensionnalité), et pourtant, tous les
caractéres faiblement 3D sont reproduits, en tenant compte seulement
1+ des unités oscillantes (sillages locaux);
2+ de la faible tridimensionnalité ou du faible couplage;

3- des conditions aux limites nulles.

A mon avis, la constitution des oscillateurs, en termes de mécanicjue des
fluides, ne joue pas: les effets faiblement 3D sont des phénomenes
d'organisation, qu’on pourrait rencontrer dans des situations bien différentes, ou
les trois points précédents seraient réunis. Pour prendre un exemple extréme, le
chevron est une propriété commune au sillage d'un cylindre et aux canards
volant en formation (avec des conditions aux limites “pas de canard™!). Dans la
nature, les mouvements peuvent étre déterminés avec d’autant moins de
connaissance physique que les interactions sont faibles. Par exemple, la
structure moléculaire de la matiére ne sert a rien pour comprendre la mécanique
des fluides, et, dans le cas présent, la mécanique des fluides semble inutile pour
comprendre les effets faiblement 3D dans le sillage d’'un obstacle non profilé.

Bien sdr, cette approche échoue face a une interaction plus forte, ou sont
révélées des propriétés “microscopiques” (par exemple, ici, le champ de vorticité
au voisinage d’une dislocation). Par chance, cependant, le modéle GL rend

compte de la transition (chevron — chevron brisé).
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Notes

Un article trés intéressant a été récemment publié par Kdnig, Eiseniohr et
Eckelmann (réf.), au sujet des effets 3D & grand rapport d’aspect, mais je n’ai pas
eu le temps de le comparer avec le présent travail, comme ce fut le cas pour
P'article de Williamson.

Les expériences de Lee et Budwig (réf.), publiées en février 1991, sont trés
proches de celle du § 4.1..



-59-

A1. Définition de I'amplitude complexe A

Le but n'est pas de dériver I'équation GL a partir des équations de Navier-
Stokes, mais de donner un lien entre I'amplitude complexe A et le champ de
pression-vitesse, seule quantité observable.

i mpl le modél r le sill fan

Linstabilité de Bénard-von Kérman croit a partir des fluctuations d'une
petite zone, appelée générateur d’'ondes, juste en aval de I'obstacle, ou les
profils de vitesse locaux sont absolument instabies. Dans le modéle de Landau,
le générateur d’onde est considéré comme un unique oscillateur, représenté par
un nombre complexe A. Ainsi, I'oscillation du fluide a (x, y) = (5d, 0) suffit a
caractériser globalement le générateur d’'onde.

Le champ de pression-vitesse est V = (p, Vy, Vy, V,) (Re, t, x, y). Lamplitude
complexe A est une fonction complexe de Re et t telle que
2 V(Re, t, x =5d, y) = f(Re, A(t ), y/d) : (1)
La fonction f est alors développée en puissances de A et A

fRe, A, y)=), 3.tk (Re,y) A Atke
n Kki+kz =n (2)

V est réel, donc

fro, k1 =Tki, k2 )
fog/2 est I'écoulement de base. La composante Vy (non-nulle) de f1g(Re, 0) est
fixée a l'unité, par convention. Si A « V_,, on peut raisonnablement penser que A
obéit & une équation de Landau:

Ay=oA - I| Al 2A (4)

(f1g. ©) est un mode instable du probleme de stabilité linéaire de
I'écoulement de base. Les termes d'ordre n > 1 dans (2) sont responsables des
effets non-linéaires, tels que la distorsion de I'écoulement moyen et de la
génération d’harmoniques. Un observateur placé sur la ligne y = 0, et sensible
seulement a V,, ne peut distinguer si un vortex est émis avecy < 0 ou 'y > 0;
donc, la composante V, de i1 g(Re, 0) est nuiie.
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; li mpiex le_ model rle sill
Re et d peuvent maintenant varier lentement avec z. Le champ de pression-
vitesse est V(Re, t, x, y, z). L'état du générateur d’ondes est toujours représenté
par A, mais A péut varier avec z:
2 V({t, x = 5d(z), y, ) = f(Re(z), A(t, z), y/d(z)) (5)
La ligne (x, y, z) = (5d(z), 0, z) est représentative de 'ensemble du générateur
d’ondes. (La fonction f est la méme que dans le cas plan.)

L'équation GL est obtenue en ajoutant un couplage diffusif & I'équation de
Landau:

3 A=0(2)A+ud2, A-1z)|Al2A (6)
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A2. Evolution du sillage vers l'aval

Le modéle GLCKO décrit I'état du générateur d’'onde, dont I'étendue est
finie vers I'aval: A(t, z) donne seulement la forme des vortex a leur naissance.
L'évolution vers l'aval n'est pas simple, en particulier, dans un écoulement
cisaillé. Cependant, les visualisations suggérent une simple régle de translation,
dans le cas ou V_(z) et d(z) sont uniformes: chaque filament de colorant est
simplement translaté vers I'aval avec une vitesse (de phase) c.

Dans le cas d'un état t-périodique, de période T, la régle se ramene a une
invariance par translation c¢T vers 'aval. Ceci peut étre vérifié sur diverses
photographies, publiées par Berger (réf.), Gerrard (réf.). La régle est encore
valable pour le transitoire 3D apparaissant sur la fig. 10 de Williamson (réf. 2). En
fait, la vitesse de front donnée par Williamson sous-entend que le coin d'un
filament donné reste au méme z pendant son advection, un point qui m'a éte
confirmé par Williamson.

Cette régle de translation mérite quelques remarques:
1+ Les filaments de colorants sont quelque peu distordus au cours de leur
advection: ils développent des oscillations, et un coin dégénére facilement en
deux coins (Williamson (ref. 2)).
2+ Quand le sillage se compose de plusieurs cellules, la régle peut s’appliquer a
chacune, avec une celérité propre.
3+ Il faut reconnaitre que la concentration en colorant n'est pas la meilleure
mesure du champ de vorticité; le colorant s’enroule autour des cceurs de vortex,
formant des filaments qui subsisteraient méme aprés la mort des vortex. lis sont
en partie un enregistrement de I'état du générateur d’onde, translaté vers l'aval:
en quelque sorte, le systéme de visualisation agit comme un “enregistreur” de
I'état du générateur d’onde. Ainsi, il se pourrait que la regle de translation
marche moins bien pour les filaments de vorticité que pour les filaments de
colorant.
4+ La régle de translation résulte également de l'intérét et des contraintes

expérimentales: le temps 1o (visqueux) d’évolution d’un vortex donné est plus

grand, par un facteur d’ordre Re, que le temps 1 (convectif) dont on dispose
pour son observation (temps passé dans la section d'observation de la
soufflerie). Un vortex donné, une fois émis, n'a pas‘ le temps d’évoluer pendant
qu’on l'observe.

L'écoulement instable est ainsi approché par une onde progressive:
V{t, x, Y, 2) = V(t-(x-5d)/c, 5d, y, 2) (1)
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D’apreés la définition (A1.$5) :

2V(t, x,y, 2) = f(A(t-(x-5d)/c, z), y) (2)

t équivaut a -x/c. Grace a cette propriété, les représentations graphiques de
A(t, z) peuvent étre interprétées non seulement comme I'évolution temporelle du
générateur d’'onde, mais encore comme une photographie de tout le sillage.

Dé tration de la loi d stri
Voir DRA 04.

Hypothése: deux allées de vortex semi-infinies se rejoignent progressivement
(sans dislocation) en différents points d’'un méme plan, animé d’'un mouvement
de translation dans le référentiel du fluide au repos. On autorise une viscosité

faible, telle que la circulation x, le nombre d'onde k, et la largeur b varient peu
dans l'espace.
Je raisonne dans le référentiel du fluide au repos. Pour une allée stable de

vortex 2D, caractérisée par x, k, b, jutilise les résuitats suivants:
* La pulsation w est donnée parw=f (x, k, b).
« La stabilité est obtenue pour g (x,k,b)=0.

Il n’est pas nécessaire ici de connaitre f et g.
Les allées sont étiquetées O et 1. Assez loin du plan de connexion, chaque
allée est identique a une allée 2D. Chaque vortex O est relié a un vortex 1.

Comme la circulation est la méme partout autour d’'un tube de vorticité, xg = k1 =

x. La continuité de la phase & travers le plan de connexion impose wg =Wy = .
Ainsi, on parvient 4 un systeme de deux équations, ou l'inconnue est (kq, by):
f(x, kg, bg) = (x, Ky, bq)
g (k,kqy,by ) =0
Une solution évidente est (kq, by) = (K, bg). J'admets que c'est Ia seule. Ainsi,
(x1.kq, bq) = (xg. kg. bg), et le plan de connexion est un plan de symétrie de
'écoulement.

Pendant le transitoire du chevron (DRA 04, § 3.4. et Williamson (ref. 2)),
I'angle 8 entre les deux ondes est stationnaire, donc le plan de connexion est

bien en translation dans le référentiel du fluide au repos. Le résuitat précédent
s'applique, en négligeant l'influence de I'obstacie sur les allées de vortex
(correct si x > 10 d) et I'influence directe des bouts.
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A3. Résultats utiles:
I’équation de Landau, I’équation de diffusion de phase

A3.1. Solution de I'équation de Landau

Ay = (Op+ic)) A - (I+il;) |AI2A (1)
avec o, > 0, I, > 0 (pour assurer la saturation), o;, |; réels.

Avec A = R exp(i9), R > 0, (1) se raméne a

Ry=c;R-I RS (2)
Oy =0; - |; R2 (3)
La solution de (2) est:

R(t)2- I, /o, = exp(-2 o t) [R(0)"2- I, /o] (4)
La solution asymptotique est sinusoidale:

A®) = (oy/ Iy )12 expli o, (6i/0; - 1/ 1) 1) (5)

Iy a un décalage non-linéaire sur la fréquence.
A3.2. L'équation de diffusion de phase
Cette équation fut dérivée dans un contexte plus général par Kuramoto

(réf.), pour un champ d'oscillateurs couplés. Voici une démonstration éiémentaire
sur I'équation GL.:

Ap=(1+ico) A+ (1+icq) Ay - (14i co) |A]2A (1)
Avec

A(t, 2) = R(t, z) exp(i(cg-Co)t+id(t, 2)) ()
les parties réelle et imaginaire de (1) sont

Ry = R-R3 + (R,,-R®,) - ¢1 (2R, D,+RD,,) | (3)
R®t = co( R- R3) + ¢1 (Ryy-RD,2) + (2R,0,+RD,,) (4)
Aprés des combinaisons linéaires:

Ry =R - R3 + (R,,-R®,2) - ¢1(2R,®,+RD,,) (5)
-CoRy + Rdy = (C1-Co) (Ryp-RD,2) + (14€1Cp) (2R, D, +RD55) (6)

J'étudie le développement, pour ¢ petit,
R(t, 2) = 1 + £ Rq(T, 2) + O(?) (7)

ou T =¢tetZ=ez sont les variables lentes. En cherchant ® sous la forme
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O, 2) = (T, 2) + O(e)
(1) se réduit a

DgT = -(C1-Co) Pz + (14¢1Cp) Bozz
2R1 =~ d)ozz - C<| (DOZZ

Dans cette approximation, R4 est “ I'esclave " de la phase @q.

Une solution de (9) est

(T, 2) = % In( ch(B(Z+2aBT)) )+ aZ + B(a®+bIT
o

a et b sont deux constantes réelles arbitraires,

a=1+cCo, B =-(cqy-Co)

Pour Z+2aBT — £ «, ® représente deux sections d’'onde plane, avec

®7 = at b, &7 = f(atb)?

La solution (11) présente la transition d’'une section d’onde plane a une autre, sur

une distance
AZ = 20/(Bb)

Comme AZ est petit (devant la taille de lintervalle de définition), la zone de
transition est appelée conventionnellement choc de phase (bien qu’elle soit

continue). Remarquablement, le signe de B est opposé pour les ondes chimiques

(Kuramoto (réf.)) et le sillage (§ 3.3.1). Si a est négatif, le couplage diffusif

favorise l'instabilité, ce qui produit des solutions incompatibles avec I'hypothese
de variables lentes. L'équation de diffusion de phase n’est utilisable que si

a>0

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
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A4. Configuration expérimentale et méthode numérique

A4.1. Configuration expérimentale

La soufflerie se compose d’'une contraction alimentant un tube cylindrique
de section carrée de 10 cm de c6té. Dans les expériences antérieures (Mathis
(réf.), Provansal (réf. 1)), les parois de la soufflerie tenaient lieu de plagues de
bout. Les EPBLs croissaient le long de F = 15 cm (distance entre I'obstacle et
I'entrée du tube). La longueur de I'obstacle était donc L = 10 cm et différents
diamétres d étaient possibles.

Dans cette configuration, accroitre Ly a Re constant demandait un
accroissement de vitesse amont, qui impliquait des variations de 'écoulement de
base (par exemple, des EPBLs). Leffet de blocage était trés important pour les
plus grands diamétres (d > 0.7 cm), et variable selon I'obstacle. Le modéle
GLCKO pouvait difficilement étre testé, parce qu’une variation continue de L,
indépendamment de (¢4, Cp), était impossible.

J'utilisai donc une configuration différente, avec des plaques de bout
mobiles et un constant d =1.6 mm. Les plaques de bout étaient idéalement des
demi-plans définis par (x = -F et z = + L/2), avec F = 20 mm. En déplagant les
plaques de bout sans changer le débit d’air, les EPBLs, le (faible) effet de
blocage, les écoulements de base locaux, et donc (cq, Cp), restaient constants,
alors que Ly variait. Comme les structures en cellules étaient sensibles a la
dissymétrie, la symétrie mécanique était de préférence conservee.

Dans le meilleur des cas, le taux de turbuience, y compris le bruit de
mesure, était 5 %. et la non-uniformité (obstacle enlevé) était £5 %. hors des
EPBLs. J'avais supprimé une grille a I'entrée du tube cylindrique.

Un seul point mobile de LDA enregistrait a la fois la vitesse amont et les
fluctuations de V, (mais pas simultanément). Les obstacles étaient des barreaux
d’aluminium rigides, indéformables sous I'effet de I'écoulement; leurs bouts
étaient vissés aux parois de plexiglas. A une occasion, le barreau, fixé par un
bout seulement, produisit une discontinuité de fréquence, qu’on put supprimer en
vissant les deux bouts; le barreau oscillait donc grace a la flexibilité de la paroi!
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A4.2. Méthode numeérique

L'équation GL (2.3.$2) est résolue pour
» Des coefficients complexes donnés o(z), u(z), 1(z). Supposer les coefficients
uniformes ne simplifie pas le probléme numérique. Bien sir, le changement
d’échelles de Kuramoto améliore Ia précision (§ 3.1.).
+ Des conditions aux limites soit nulles (e = 0), soit périodiques (e = 1), a z £ L/2.
+ Conditions initiales: pour simuler la réalité, je prends du bruit aléatoire comme
conditions initiales, avec un taux de turbulence (variance relative) comparable a
celui de la soufflerie. Mais le choix des conditions initiales est libre, en général.
Un pas de temps dt et un pas d'espace dz sont choisis. J'abrége (n dt, pdz-
L/2)en(n,p),oun=0,.. nmaxetp=0, ..., pmax = int(L/dz). GL est discrétisée

avec une erreur O(dt2+dz2):
Ai(n+1,p) = dt-1 1.5 (A(n+1, p) - 2A(n, p) + 0.5 A(n-1, p)) + O(dit2) (1)
A, (n+1,p) = dz-2 (A(n+1, p+1) - 2 A(n+1, p) + A(n+1, p-1)) + O(dz2) (2)

GL est linéarisée grace a

|A(n+1, p) 12 A(n+1, p) = |2A(n, p)-A(n-1, p) |2 A(n+1, p) + O(dt2) (3)
Avec |

r(n+1,p) /dz2 =dt"1 1.5- o(p) + I(p) | 2A(n, p)-A(n-1, p) |2 + dz2 2u(p)  (4)
s(n+1, p) /dz2 = dt™ (2A(n, p) - 0.5 A(n-1, p)) (5)

GL devient un systéme d’équations linéaires ou l'inconnue est A(n+1, .), et les
coefficients sont u(p), et r(n+1, .), s(n+1, .), fonctions de A(n, .), A(n-1, .):

-u(p) A(n+1, p-1) + r(n+1, p) A(n+1, p) -u(p) A(n+1, p+1) = s(n+1, p) - (8)
pourp = 1-e, ..., pmax -1 (si e = 1, je considére que p est défini modulo pmax).

Sie =0, alors A(n+1, 0) = A(n+1, pmax) = 0 et
r{1) -u(1) 0 0 A(1) ’ s(1)
-w2) r(2) -w2) ) : ) : :
. 0 . -

0 -W(3) -
: ‘. r(pmax-2) -p(pmax-2) : :
0 0  -u(pmax-1) r(pmax-1) | | Alpmax-1) | \s(pmax-1)
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Si e =1, alors A(n+1, 0) = A(n+1, pmax) et

r (0) -1(0) 0 _ -u(0) AQ) s(0)
(1) r(1) -u(1) .. : :
0 -W(2) .. . 0 x . -
. r(pmax-2) -p(pmax-2) : :
-p(pmax-1) 0 -u(pmax-1) r(pmax-1) A(pmax-1) s(pmax-1)

Avec P = pmax-2+e, les deux cas sont regroupeés en

o bo 0 ebg a-O Sp
by r1 by -, 1 :
0 by -. . 0 [X{  |[=
: rp-2 bp-2 :
ebp 0 bp2 rp. ap-1 Sp-1 (7)

Ce systéme est résolu par élimination de Gauss sans pivot, puis substitution
inverse.

Un pas de temps plus grand peut étre adopté si cq est adapté, i.e. décalé
pour minimiser le maximum en fonction de z du module de la pulsation o = d¢
arg(A(t, 2)) (c.f. § 3.1.). Avec ¢4, co d’ordre 1, une solution précise exige dt < 0.5
et dz < 1. L'arithmétique complexe de FORTRAN77 en simple précision fut
utilisée, sur une station de travail Sun 4/260.
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Résumé
Le sillage & bas nombre de Reynolds d’un obstacle allongé et non profilé
est considéré comme une chaine d'oscillateurs couplés, gouvernée par une
équation de Ginzburg-Landau, avec des conditions aux limites nulles.

La solution du modale, tantdt numérique, tantét analytique, est exposée.
Diverses analogies sont proposées: avec un puits quantique, avec un probleme
de mécanique du point (non-hamiltonien). La comparaison interactive du modéie
et de I'expérience révéle les point suivants: ’
+Le réle des conditions aux limites est primordial.

-Dans une certaine mesure, les variations du nombre de Reynolds et du rapport
d’'aspect ont des effets identiques. |

Prés du seuii, une description quasi-linéaire est légitime.

-Loin du seuil apparait une structure en chevron, parfois instable.

Le modéle de Ginzburg-Landau, malgré sa simplicité maximale, reproduit la
plupart des effets spatio-temporels observés. Il résout un grand nombre de
contradictions, et cuvre une voie nouveile dans la compréhension de linstabilité
des sillages tridimensionnels. ' '

Mots clés
Ecoulement ouven, sillage, instabilité de Bénard-von Karman, instabilité absolue,

champ de vortex 3D, équation de Ginzburg-Landau, chevron, sélection du
nombre d’onde, diffusion de phase, auto-organisation, singularités de phase.



